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Representação de Sistemas
Formas alternativas
• Equação diferencial ☞ 

• Transformada de Laplace ☞  

• Função transferência  ☞  

• Representação alternativa: 
Espaço de Estados ☞ 
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an y(n) + … + a2
··y + a1

·y + a0 y = bm u(m) + … + b2
··u + b1

·u + b0 u

an snY(s) + . . . + a1 s Y(s) + a0 Y(s) = bm sm U(s) + . . . + b1 s U(s) + b0 U(s)

G(s) =
Y(s)
U(s)

=
bm sm + bm−1 sm−1 + … + b1 s + b0

an sn + an−1 sn−1 + … + a1 s + a0

Mas será que somos realmente obrigados  a sair do 
“domínio tempo continuo” e passar para o domínio 
frequência, o plano-s, via Transformada de Laplace? 

Existiria uma forma de tentar continuar no domínio tempo?

G(s) =
N(s)
D(s)

=
(s − z1)(s − z2)…(s − zm−1)(s − zm)
(s − p1)(s − p2)…(s − pn−1)(s − pn)

G(s) =
Y(s)
U(s)

= C(sI − A)−1 B + D

Zeros: ; pólos: ; ganho:  z1, …, zm p1, …, pn K = b0/a0

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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Exemplo 1: Sistema massa-mola
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Sistema: Diagrama do  
corpo livre:

As leis do movimento de Newton formam a base para a análise de sistemas mecânicos. A 
segunda lei de Newton, eq. Abaixo, afirma que a soma das forças que atuam sobre um 
corpo é igual ao produto de sua massa e aceleração. 

 

A terceira lei de Newton, para os nossos propósitos, afirma que se dois corpos estão em 
contato, eles experimentam a mesma força de contato, apenas atuando em direções 
opostas.

∑ F = m a = m··x

A força da mola é proporcional ao deslocamento da massa, , e a força de amortecimento viscoso é proporcional à velocidade da massa, .  
Ambas as forças se opõem ao movimento da massa e, portanto, são mostradas na direção negativa de . Observe também que  corresponde à posição 
da massa quando a mola está sem deformação. 
Somamos as forças e aplicamos a segunda lei de Newton em cada direção. Neste caso, não há forças atuando na direção ; no entanto, na direção  temos: 

 

Essa equação, conhecida como equação governante, caracteriza completamente o estado dinâmico do sistema. 

Para determinar a representação no espaço de estados deste sistema, devemos reduzir a equação governante de segunda ordem a um conjunto de equações 
diferenciais de primeira ordem. Resultarão 2. Para isso, escolhemos a posição e a velocidade como nossas “variáveis de estado”: 

 

A variável posição captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a variável velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.  
O amortecedor apenas dissipa energia, não armazena energia. Muitas vezes, ao escolher variáveis ​​de estado, é útil considerar quais variáveis ​​capturam a 
energia armazenada no sistema.

x v = ·x
x x = 0

y x

∑ Fx = F(t) − b ·x − k x = m ··x

x = [x
·x]

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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Exemplo 1: Sistema massa-mola
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Sistema: Diagrama do  
corpo livre:

∑ Fx = F(t) − b ·x − k x = m ··x

Obs.: A variável posição captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a 
variável velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.  
O amortecedor apenas dissipa energia, não armazena energia. Muitas vezes, ao escolher 
variáveis ​​de estado, é útil considerar quais variáveis ​​capturam a energia armazenada no 
sistema.

Equação diferencial 
(equação governante):

x = [x
·x]

1. Variáveis de estado

2. Separar/levantar equações relacionando energia…

3. Agrupar equações, mas de forma que o lado direito das mesmas 
não contenha nenhuma derivada…

4. Podemos alcançar o “formato canônico” de 
representação de um sistema no espaço de estados:

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

Neste caso:

 ·x = [ ·x
··x] =

0 1

−
k
m

−
b
m

[x
·x] +

0
1
m

F(t)

 y = [1 0] [x
·x] + 0 ⋅ F(t)

1. Selecionar as variáveis de estado…

 An×n  Bn×rMatriz de estados 
(cte)

Matriz de entrada(s) 
(cte)

Vetor de entrada(s 
(varia com )t

Vetor de estados 
(varia com )t

Matriz de saída 
(cte)

Matriz de transição direta 
(cte)

 Cm×n  Dm×r

Matriz de saída 
(varia com )t

Note: esta abordagem permite modelar sistemas de 
-entradas e -saídas (sistemas “MIMO”), 

r
m

 ym×1

 ur×1 xn×1

Posição, e 
Velocidade
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Sistema: Diagrama do  
corpo livre:

∑ Fx = F(t) − b ·x − k x = m ··x

Obs.: A variável posição captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a 
variável velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.  
O amortecedor apenas dissipa energia, não armazena energia. Muitas vezes, ao escolher 
variáveis ​​de estado, é útil considerar quais variáveis ​​capturam a energia armazenada no 
sistema.

Equação diferencial 
(equação governante):

q = [x
·x]

1. Variáveis de estado

2. Separar/levantar equações relacionando energia…

3. Agrupar equações, mas de forma que o lado 
esquerdo das mesmas não contenha nenhuma 
derivada…

4. Podemos alcançar o “formato canônico” de 
representação de um sistema no espaço de estados:

 
·q(t) = A q(t) + B u(t)
y(t) = C q(t) + D u(t)

Neste caso:

 ·q = [ ·x
··x] =

0 1

−
k
m

−
b
m

[x
·x] +

0
1
m

F(t)

 y = [1 0] [x
·x] + 0 ⋅ F(t)

1. Selecionar as variáveis de estado…

q = [q1
q2] = [x

·x]

··x = −
k
m

x −
b
m

·x +
1
m

F(t)

·q1 = (0 ⋅ q1) + (1 ⋅ ·q1) + (0 ⋅ F(t)) = ·x

·q2 = −
k
m

q1 −
b
m

q2 +
1
m

F(t)

y = x + 0 ⋅ ·x + 0 = x

m ··x + b ·x + k x = F(t)
q1 = x
q2 = ·q1 = ·x
q3 = ·q2 = ··x

m q3 + b q2 + k q1 = F(t)

[
·q1
·q2] = [

0 1
− k

m − b
m ] ⋅ [q1

q2] + [
0
1
m ] ⋅ F(t)
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Representação no Espaço de Estados
Procedimento

1. Selecionamos um subconjunto específico de todas as variáveis ​​possíveis do sistema e chamamos as 
variáveis desse subconjunto de variáveis ​​de estado. 

2. Para um sistema de ordem , escrevemos  equações diferenciais simultâneas de primeira ordem em 
termos das variáveis ​​de estado. Chamamos esse sistema de equações diferenciais simultâneas de 
equações de estado. 

3. Se conhecemos a condição inicial de todas as variáveis ​​de estado em , bem como a entrada do 

sistema para , podemos resolver as equações diferenciais simultâneas para as variáveis ​​de estado 

para . 

4. Combinamos algebricamente as variáveis ​​de estado com a entrada do sistema e encontramos todas as 
outras variáveis ​​do sistema para t > to. Chamamos essa equação algébrica de equação de saída. 

5. Consideramos as equações de estado e as equações de saída uma representação viável do sistema. 
Chamamos essa representação do sistema de representação no espaço de estados.

n n

t0
t ≥ t0

t ≥ t0

6

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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Exemplo 2: Circuto RC
Sistema 1a-ordem
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Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do 
sistema, seria possível prever sua evolução futura?

Capacitor, atua como uma “memória”.C ⟶
Conhecendo  e a entrada , é possível 
calcular o comportamento futuro. Portanto: uma das 
variáveis escolhida como “variável de estado” é:

vc(t0) vi(t)

x(t) = vc(t)

Derivando equações para o circuito, com 
entrada: , saída: .u(t) = vi(t) y(t) = vc(t)

 
u(t) − vc(t)

R
= C

∂vc(t)
∂t

Pela leia das correntes: iR(t) = iC(t)

Organizando os termos:

 
∂vc(t)

∂t
= −

1
RC

vc(t) +
1

RC
u(t)

Obtemos a equação de estado:

 ·x(t) = −
1

RC
x(t) +

1
RC

u(t)

Como resolvemos fazer: x(t) = vc(t)

A saída desejada é a tensão no capacitor, então:

 y(t) = x(t)

Colocando no formato matricial (canônico):

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
Neste caso fica:

 A = −
1

R C
, B =

1
R C

, C = 1, D = 0

Ou:

  u(t)   vC(t)

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

A função transferência seria: 

H(s) =
Y(s)
U(s)

=
1

R C s + 1

Obs.: Este sistema simples, resultou em matrizes 
que na realidade são escalares.
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Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do 
sistema, seria possível prever sua evolução futura?

Obtemos a equação de estado:

 ·x(t) = −
1

RC
x(t) +

1
RC

u(t)

A saída desejada é a tensão no capacitor, então:

 y(t) = x(t)

Colocando no formato matricial (canônico):

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

Neste caso fica:

 A = −
1

R C
, B =

1
R C

, C = 1, D = 0

Ou:

  u(t)   vC(t)

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

% simula_RC.m 
% Simula circuito RC passa-baixas usando 
% espaço de estados 
% Não esquecer: 
% >> pkg load control 

R = 10E3;   % 10 KΩ 
C = 100E-6; % 100 µF 
tau = R*C;  % constante de tempo do sistema 
ts = 4*tau  % tempo de assentamento previsto 

A = -1/(R*C); 
B = 1/(R*C); 
C = 1; 
D = 0; 
G = ss(A,B,C,D); 

step(G) 
grid on 
legend off 
xlabel('Tempo (s)') 
ylabel(‘v_c(t)') 
xlim([0 5*tau]) 
stepinfo(G)

>> simula_RC 
ts = 4 
ans = 
  scalar structure containing the fields: 
    RaiseTime = [](0x0) 
    RiseTime = 2.1971 
    TransientTime = 3.9126 
    SettlingTime = 3.9126 
    SettlingMin = 0.9000 
    SettlingMax = 1.0000 
    Overshoot = 0 
    Undershoot = 0 
    Peak = 1.0000 
    PeakTime = 15 
    StaticGain = 1 
    InitialJump = 0 
>>
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Aproximação Discreta…
Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)
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Euler progressivo: 

 

Onde: amostra atual; próxima amostra; 

período de amostragem. 

Então: 

		 (1) 

Lembrando da eq. de estado: 

	 	 (2) 

Substituindo (1) em (2), obtemos: 

 

E assim: 

·x(tk) ≈
xk+1 − xk

Ts

xk = xk+1 =
Ts =

xk+1 = xk + Ts
·xk

·x = Ax + Bu

xk+1 = xk + Ts (A xK + B uk)

xk+1 = (I + Ts A) xk + Ts B uk

Adaptando no circuito RC: 

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

Vamos ter: 

	      (3) 

A eq. De saída continua sendo: 

xk+1 = (1 −
Ts

RC ) xk +
Ts

RC
uk

yk = xk

Pode ser interpretado como: 

• Uma parte do estado antigo 
permanece; 

• Uma parte da entrada influencia o 
novo estado; 

• O fator  determina quão 
rapidamente o capacitou responde.

RC
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Aproximação Discreta…
Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)
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Euler progressivo: 

 

Onde: amostra atual; próxima amostra; 

período de amostragem. 

Então: 

		 (1) 

Lembrando da eq. de estado: 

	 	 (2) 

Substituindo (1) em (2), obtemos: 

 

E assim: 

·x(tk) ≈
xk+1 − xk

Ts

xk = xk+1 =
Ts =

xk+1 = xk + Ts
·xk

·x = Ax + Bu

xk+1 = xk + Ts (A xK + B uk)

xk+1 = (I + Ts A) xk + Ts B uk

Adaptando no circuito RC: 

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

Vamos ter: 

	                  (3) 

A eq. De saída continua sendo:  

Forma discreta geral: 

 

 

Neste caso: 

xk+1 = (1 −
Ts

RC ) xk +
Ts

RC
uk

yk = xk

xk+1 = Ad xk + Bd uk

yk = Cd xk + Dd uk

Ad = 1 −
Ts

RC
, Bd =

Ts

RC
, Cd = 1 Dd = 0

No caso contínuo: 

 

Euler progressivo produz: 

 

Ou: 

 

Note que, neste caso: 

 

E então (3) pode ser escrito como: 

	 (4) 

Para , isto resulta numa “média ponderada” 
entre o estado anterior e a entrada. 

A eq. (4) corresponde à um filtro digital de primeira 
ordem.

·x = Ax + Bu

xk+1 = (I + Ts A) xk + Ts B uk

Ad ≈ I + Ts A, Bd ≈ Ts B

α =
Ts

RC

xk+1 = (1 − α) xk + α u(k)

0 < α < 1
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Aproximação Discreta…
Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)
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Adaptando no circuito RC: 

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

Vamos ter: 

	                  (3) 

A eq. De saída continua sendo:  

Forma discreta geral: 

 

 

Neste caso: 

xk+1 = (1 −
Ts

RC ) xk +
Ts

RC
uk

yk = xk

xk+1 = Ad xk + Bd uk

yk = Cd xk + Dd uk

Ad = 1 −
Ts

RC
, Bd =

Ts

RC
, Cd = 1 Dd = 0

No caso contínuo: 

 

Euler progressivo produz: 

 

Ou: 

 

Note que, neste caso: 

 

E então (3) pode ser escrito como: 

	 (4) 

Para , isto resulta numa “média ponderada” 
entre o estado anterior e a entrada. 

A eq. (4) corresponde à um filtro digital de primeira 
ordem.

·x = Ax + Bu

xk+1 = (I + Ts A) xk + Ts B uk

Ad ≈ I + Ts A, Bd ≈ Ts B

α =
Ts

RC

xk+1 = (1 − α) xk + α u(k)

0 < α < 1

Supondo que: 

 

Resulta em:  (segundo) 

Se  (segundos)  

E a “atualização” fica: 

 

Vamos supor, entrada degrau de 5 Volts e . 

Os primeiros valores vão resultar: 

 

 
 

 

 
Simulando…

R = 10 KΩ, C = 100 μF

RC = 1

Ts = 0,1 ⇒ α = 0,1

xk+1 = 0,9 xk + 0,1 uk

x0 = 0

x0 = 0
x1 = 0,1 (5) = 0,5
x2 = 0,9 (0,5) + 0,1 (5) = 0,95
x3 = 0,9 (0,95) + 0,1 (0,5) = 1,355
⋮

Simulação
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Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)

12

No caso contínuo: 

 

Euler progressivo produz: 

 

Ou: 

 

Note que, neste caso: 

 

E então (3) pode ser escrito como: 

	 (4) 

Para , isto resulta numa “média ponderada” 
entre o estado anterior e a entrada. 

A eq. (4) corresponde à um filtro digital de primeira 
ordem.

·x = Ax + Bu

xk+1 = (I + Ts A) xk + Ts B uk

Ad ≈ I + Ts A, Bd ≈ Ts B

α =
Ts

RC

xk+1 = (1 − α) xk + α u(k)

0 < α < 1

Supondo que: 

 

Resulta em:  (segundo) 

Se  (segundos)  

E a “atualização” fica: 

 

Vamos supor, entrada degrau de 5 Volts e . 

Os primeiros valores vão resultar: 

 

 
 

 

 
Simulando…

R = 10 KΩ, C = 100 μF

RC = 1

Ts = 0,1 ⇒ α = 0,1

xk+1 = 0,9 xk + 0,1 uk

x0 = 0

x0 = 0
x1 = 0,1 (5) = 0,5
x2 = 0,9 (0,5) + 0,1 (5) = 0,95
x3 = 0,9 (0,95) + 0,1 (0,5) = 1,355
⋮

% Simula aproximação circuito RC passa-baixa 
% como filtro digital de 1a-ordem 

format shortg % imprime só casas decimais necessárias 

R=10E3; 
C=100E-6; 
Ts=0.1; % periodo de amostragem, incremento de tempo 

tau=1/(R*C) % constante de tempo 
ts=5*tau % tempo final da simulação (regime permanente) 
t_fim=ts*(1+1/5) % inclui parte inicial do degrau propositalemente 
% nulo (1/5 do ts). 

alpha=Ts/(R*C) 

t=0:Ts:t_fim; % cria vetor t, incremento Ts 
pts=length(t); % qtade de pontos gerados 
kk=0:pts-1; % vetor que simula o "k" 

% cria vetor de tensão de entrada 
u=zeros(1,pts); % inicialmente zerado 
u(1,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de (1/5)*pts vale o degrau 

x(1)=0; % equivale à x(0); Octave/Matlab iniciam índices em zero 
for k=1:pts-1 
  x(k+1) = (1-alpha)*x(k)+alpha*u(k); 
end 

% gera "tabela" na tela 
disp('            k            t            u            x') 
disp([kk' t' u' x']) 

figure 
plot(t,u,'m--', t,x,'bo-') 
xlim([0 t_fim]) 
ylim([0 5.2]) 
xlabel('Tempo (s)') 
ylabel('Tensão (V)') 
legend('u(k)', 'x(k)', 'Location', 'southeast'); 
title('Resposta de Circuito RC') 
grid
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Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)

13

Supondo que: 

 

Resulta em:  (segundo) 

Se  (segundos)  

E a “atualização” fica: 

 

Vamos supor, entrada degrau de 5 Volts e . 

Os primeiros valores vão resultar: 

 

 
 

 

 
Simulando…

R = 10 KΩ, C = 100 μF

RC = 1

Ts = 0,1 ⇒ α = 0,1

xk+1 = 0,9 xk + 0,1 uk

x0 = 0

x0 = 0
x1 = 0,1 (5) = 0,5
x2 = 0,9 (0,5) + 0,1 (5) = 0,95
x3 = 0,9 (0,95) + 0,1 (0,5) = 1,355
⋮

% Simula aproximação circuito RC passa-baixa 
% como filtro digital de 1a-ordem 

format shortg % imprime só casas decimais necessárias 

R=10E3; 
C=100E-6; 
Ts=0.1; % periodo de amostragem, incremento de tempo 

tau=1/(R*C) % constante de tempo 
ts=5*tau % tempo final da simulação (regime permanente) 
t_fim=ts*(1+1/5) % inclui parte inicial do degrau propositalemente 
% nulo (1/5 do ts). 

alpha=Ts/(R*C) 

t=0:Ts:t_fim; % cria vetor t, incremento Ts 
pts=length(t); % qtade de pontos gerados 
kk=0:pts-1; % vetor que simula o "k" 

% cria vetor de tensão de entrada 
u=zeros(1,pts); % inicialmente zerado 
u(1,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de (1/5)*pts vale o degrau 

x(1)=0; % equivale à x(0); Octave/Matlab iniciam índices em zero 
for k=1:pts-1 
  x(k+1) = (1-alpha)*x(k)+alpha*u(k); 
end 

% gera "tabela" na tela 
disp('            k            t            u            x') 
disp([kk' t' u' x']) 

figure 
plot(t,u,'m--', t,x,'bo-') 
xlim([0 t_fim]) 
ylim([0 5.2]) 
xlabel('Tempo (s)') 
ylabel('Tensão (V)') 
legend('u(k)', 'x(k)', 'Location', 'southeast'); 
title('Resposta de Circuito RC') 
grid

>> simula_aproxima_RC 
tau =     1 
ts =     5 
t_fim =     6 
alpha =   0.1 
            k            t            u            x 
            0            0            0            0 
            1          0.1            0            0 
            2          0.2            0            0 
            3          0.3            0            0 
            4          0.4            0            0 
            5          0.5            0            0 
            6          0.6            0            0 
            7          0.7            0            0 
            8          0.8            0            0 
            9          0.9            0            0 
           10            1            5            0 
           11          1.1            5          0.5 
           12          1.2            5         0.95 
           13          1.3            5        1.355 
           14          1.4            5       1.7195 
           15          1.5            5       2.0476 
           16          1.6            5       2.3428 
           17          1.7            5       2.6085 
           18          1.8            5       2.8477 
           19          1.9            5       3.0629 
           20            2            5       3.2566
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Supondo que: 

 

Resulta em:  (segundo) 

Se  (segundos)

R = 10 KΩ, C = 100 μF

RC = 1

Ts = 0,1

Euler progressivo: 

 

Onde:  
amostra atual;  

próxima amostra;  

período de amostragem. 

Então: 

	       (1) 

·x(tk) ≈
xk+1 − xk

Ts

xk =
xk+1 =
Ts =

xk+1 = xk + Ts
·xk

Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do 
sistema, seria possível prever sua evolução futura?

Obtemos a equação de estado:

 ·x(t) = −
1

RC
x(t) +

1
RC

u(t)

A saída desejada é a tensão no capacitor, então:

 y(t) = x(t)

Colocando no formato matricial (canônico):

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
Neste caso fica:

 A = −
1

R C
, B =

1
R C

, C = 1, D = 0

Ou:

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

% simula_RC_ss.m 
% Simula RC passa-baixa 
% Usando equações do espaço de estado 
% e aproximação de Euler 
R = 10E3; % 10 KΩ 
C = 100E-6; % 100 µF 
tau = R*C;        % constante de tempo do sistema 
ts = 4*tau        % tempo de assentamento previsto 

Ts = 0.1; 
ts=5*tau;         % tempo final da simulação (regime permanente) 
t_fim=ts*(1+1/5)  % inclui parte inicial do degrau propositalemente 

t=0:Ts:t_fim;     % cria vetor t, incremento Ts 
pts=length(t);    % qtade de pontos gerados 

% cria vetor de tensão de entrada 
u=zeros(1,pts);               % inicialmente zerado 
u(1,round(pts/5)-1:pts)=5;    % a partir de (1/5)*pts vale o degrau 

% matrizes do espaço de estados (aproximação discreta) 
A = -1/(R*C) 
B = 1/(R*C) 
C = 1 
D = 0 

x = zeros(1,pts); 
size(x) 
for k=1:pts-1 
  dx = A*x(k) + B*u(k);       % Eq. Espaço de Estados 
  x(k+1) = x(k) + Ts*dx;      % derivada aproximada (Euler) 
end 

figure 
plot(t,u,'m--', t,x,'bo-') 
xlim([0 t_fim]) 
ylim([0 5.2]) 
xlabel('Tempo (s)') 
ylabel('Tensão (V)') 
legend('u(k)', 'x(k)', 'Location', 'southeast'); 
title('Resposta de Circuito RC') 
grid
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Aproximação Discreta…
Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)
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Supondo que: 

 

Resulta em:  (segundo) 

Se  (segundos)

R = 10 KΩ, C = 100 μF

RC = 1

Ts = 0,1

Euler progressivo: 

 

Onde:  
amostra atual;  

próxima amostra;  

período de amostragem. 

Então: 

	       (1) 

·x(tk) ≈
xk+1 − xk

Ts

xk =
xk+1 =
Ts =

xk+1 = xk + Ts
·xk

Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do 
sistema, seria possível prever sua evolução futura?

Obtemos a equação de estado:

 ·x(t) = −
1

RC
x(t) +

1
RC

u(t)

A saída desejada é a tensão no capacitor, então:

 y(t) = x(t)

Colocando no formato matricial (canônico):

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
Neste caso fica:

 A = −
1

R C
, B =

1
R C

, C = 1, D = 0

Ou:

 
·x(t) = [−

1
R C ] x(t) + [ 1

R C ] u(t)

y(t) = [1] x(t) + [0] u(t)

% simula_RC_ss.m 
% Simula RC passa-baixa 
% Usando equações do espaço de estado 
% e aproximação de Euler 
R = 10E3; % 10 KΩ 
C = 100E-6; % 100 µF 
tau = R*C;        % constante de tempo do sistema 
ts = 4*tau        % tempo de assentamento previsto 

Ts = 0.1; 
ts=5*tau;         % tempo final da simulação (regime permanente) 
t_fim=ts*(1+1/5)  % inclui parte inicial do degrau propositalemente 

t=0:Ts:t_fim;     % cria vetor t, incremento Ts 
pts=length(t);    % qtade de pontos gerados 

% cria vetor de tensão de entrada 
u=zeros(1,pts);               % inicialmente zerado 
u(1,round(pts/5)-1:pts)=5;    % a partir de (1/5)*pts vale o degrau 

% matrizes do espaço de estados (aproximação discreta) 
A = -1/(R*C) 
B = 1/(R*C) 
C = 1 
D = 0 

x = zeros(1,pts); 
size(x) 
for k=1:pts-1 
  dx = A*x(k) + B*u(k);       % Eq. Espaço de Estados 
  x(k+1) = x(k) + Ts*dx;      % derivada aproximada (Euler) 
end 

figure 
plot(t,u,'m--', t,x,'bo-') 
xlim([0 t_fim]) 
ylim([0 5.2]) 
xlabel('Tempo (s)') 
ylabel('Tensão (V)') 
legend('u(k)', 'x(k)', 'Location', 'southeast'); 
title('Resposta de Circuito RC') 
grid
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Aproximação Discreta…
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Aproximação de Euler (mundo discreto/digital)
Considerações… 

☞ Varie  e note o que ocorre… 

Discretizar não é simplesmente “trocar derivada por diferença” sem consequências: 

• Se  for pequeno em relação a , Euler aproxima bem o sistema; 

• Se  aumentar, o erro cresce; 

• Para o  de primeira ordem, Euler progressivo exige cuidado com estabilidade; 

• Para , a solução de Euler torna-se instável; 

• Para , podem aparecer oscilações artificiais, embora o circuito físico não oscile 

• Note que neste caso a instabilidade é gerada pelo método numérico, não pelo circuito. 

➾ Portanto: A equação discretizada é um modelo aproximado do sistema contínuo. 
O resultado depende da resolução temporal escolhida 

Ts

Ts RC

Ts

RC

α > 2

1 < α < 2



Intro Espaço de Estados Fernando Passold17

Circuito RLC Série  v(t)
Exemplo 3: Sistema de 2a-ordem

Temos agora um sistema de 2a-ordem com 2 equações diferencias 
simultâneas. 

Mas temos que organizar equações diferenciais de 1a-ordem. Serão 
necessárias 2, assim como 2 variáveis de estado. 

Vamos escolher equações/variáveis relacionadas com energia. A 
energia acumulada pelo indutor e a energia acumulada pelo capacitor: 

Tensão em capacitares:  

Corrente em indutores:  

Neste caso, vamos escolher como variáveis de estado:  
 e  (a carga no capacitor) 

Escrevendo a primeira equação de queda de tensões em circuito série: 

	 (1)

iC(t) = C
∂vC(t)

∂t

vL(t) = L
∂iL(t)

∂t

i(t) q(t)

L
∂i
∂t

+ Ri +
1
C ∫ i dt = v(t)

Convertendo para carga, usando , teremos: 

	 (2) 

Conseguimos eliminar o termo integração. Mas agora termos que converter  
esta equação de 2a-ordem, em 2 equações simultâneas de 1a-ordem. 
Algo no formato: 

 	 (3) 

onde: variável de estado,  e  são constantes para um sistema linear 
e invariante no tempo (LTI). Dizemos que a eq. (3) é uma combinação linear 
de variáveis de estado e da entrada, . 

Podemos converter a eq. (2) em 2 equações simultâneas de 1a-ordem em 
termos de  e . A primeira equação pode ser justamente: . 

A segunda equação pode ser obtida, substituindo  na eq. (1) e 

resolvendo para . Em resumo: … 

i(t) = dq/dt

L
d2a
dt2

+ R
dq
dt

+
1
C

q = v(t)

dxi

dt
= ai1x1 + ai2x2 + … + ainxN + bi f(t)

xi = aij bi

f(t)

i(t) q(t) dq/di = i

∫ i dt = q

di/dt

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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Circuito RLC Série  v(t)
Exemplo 3: Sistema de 2a-ordem

Escrevendo a primeira equação de queda de tensões em circuito série: 

	 (1) 

Convertendo para carga, usando , teremos: 

	 (2) 

Convertendo a eq. (2) em 2 equações simultâneas de 1a-ordem em 
termos de  e . Lembrando que: . 

A segunda equação pode ser obtida, substituindo  na eq. (1) e 

resolvendo para , ou seja: 

	 	 (4a) 

	 (4b)

L
∂i
∂t

+ Ri +
1
C ∫ i dt = v(t)

i(t) = dq/dt

L
d2q
dt2

+ R
dq
dt

+
1
C

q = v(t)

i(t) q(t) dq/di = i

∫ i dt = q

di/dt

dq
dt

= i

di
dt

= −
1

LC
q −

R
L

i +
1
L

v(t)

As equações (4a) e (4b) já são as equações de estado e podem ser 
resolvidas simultaneamente para as variáveis de estado,  e . 

Agora temos que relacionar esta variáveis com outras da rede RLC. Por 
exemplo, podemos isolar a tensão no indutor em termos das variáveis de 
estado: 

 

	 (5) 

Esta seria a equação de saída. Neste caso,  é uma combinação linear 
de variáveis de estado  e , e para a entrada, . 

A combinação das equações (4) e (5) formam um sistema viável de 
representação do circuito RLC no espaço de estados. 

Mas…  e  não são as únicas escolhas possíveis para variáveis de 
estado. Poderíamos ter escolhido,  e . Neste caso, iríamos obter 
outro conjunto simultâneo de equações diferenciais de 1a-ordem:

q(t) i(t)

vL(t) = L
di
dt

= −
1
C

q − Ri + v(t)

vL(t) = −
1
C

q(t) − Ri(t) + v(t)

vL(t)
q(t) i(t) v(t)

q(t) i(t)
vR(t) vC(t)

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)



Intro Espaço de Estados Fernando Passold19

Circuito RLC Série  v(t)
Exemplo 3: Sistema de 2a-ordem
Escrevendo a primeira equação de queda de tensões em circuito série: 

	 (1) 

Escolhendo variáveis de estado:  e  

Lembrando que , teremos: 

	 (2) 

Convertendo a eq. (2) em 2 equações simultâneas de 1a-ordem em 
termos de  e . Lembrando que: : 

	 	 (4a) 

	 (4b) 

Saída: tensão no indutor: 

	 (5)

L
di
dt

+ Ri +
1
C ∫ i dt = v(t)

q(t) i(t)

i(t) = dq/dt

L
d2a
dt2

+ R
dq
dt

+
1
C

q = v(t)

i(t) q(t) dq/di = i

dq
dt

= i

di
dt

= −
1

LC
q −

R
L

i +
1
L

v(t)

vL(t) = −
1
C

q(t) − Ri(t) + v(t)

Escolhendo para variáveis de estado:  e .  

Neste caso, vamos obter outro conjunto simultâneo de equações 
diferenciais de 1a-ordem: 

;   ;   e lembrando que: . 

Diferenciando  e , obtemos: 

 

 

E finalmente: 

	 (6a) 

 

vR(t) vC(t)

vR(t) = i(t)R vC(t) = (1/C) ∫ i dt ∫ i dt = q

vR(t) Vc(t)

dvR

dt
= R

di
dt

=
R
L

vL =
R
L (v(t) − vR − vC)

dvC

dt
=

1
C

i =
1

RC
vR

dvR

dt
= −

R
L

vr −
R
L

vC +
R
L

v(t)

dvC

dt
=

1
RC

vR

 
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

 vL = L
di
dt

∴
di
dt

=
1
L

vL

 i = iR =
1
R

vR
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Exemplo 4: Modelagem Motor Elétrico
• Seja um motor CC 

Propriedades básicas: 

• Torque proporcional à corrente: 
 

• Tensão na bobina proporcional a velocidade 
angular do seu eixo: 

  

• Entrada: tensão, ; 

• Saída: velocidade angular, 

T = Kt i

em = Kb
·θ = Kb ω

u

y = ω

20

• Equações: 

• Parte Elétrica: 

 

 

• Parte Mecânica: 
 

u(t) = R i(t) + L
di
dy

+ Keω(t)

·i = −
R
L

i −
Ke

L
ω +

1
L

u

j ·ω = Kti − bω
·ω =

Kt

J
i −

b
J

ω

• Fazemos: 

• Variáveis de estado: 

 

• Temos que fazer: 

 

• Formato canônico: 

x = [x1
x2] = [ i

ω]

·x = [ ·i
·ω]

·x(t) = A x(t) + B

 ·x =
−

R
L

i−
Ke

L
ω+

1
L

u

Kt

J
i−

b
J

ω

 A =
−

R
L

−
Ke

L
Kt

J
−

b
J

 B =
1
L
0

 y(t) = C x(t) + D u(t) = ω

 C = [0 1]  D = 0

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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• Fazemos: 

• Variáveis de estado: 

 

• Temos que fazer: 

 

• Formato canônico: 

x = [x1
x2] = [ i

ω]

·x = [ ·i
·ω]

·x(t) = A x(t) + B

 ·x =
−

R
L

i−
Ke

L
ω+

1
L

u

Kt

J
i−

b
J

ω

 A =
−

R
L

−
Ke

L
Kt

J
−

b
J

 B =
1
L
0

 y(t) = C x(t) + D u(t) = ω

 C = [0 1]  D = 0
·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

% simula_motor.m 
% simula motor-CC no espaço de estados 
% Não esquecer antes: > pkg load control 
R  = 2; 
L  = 0.5; 
Ke = 0.1; 
Kt = 0.1; 
J  = 0.02; 
b  = 0.01; 

%% Montandos as matrizes 
A = [-R/L   -Ke/L; 
      Kt/J  -b/J]; 

B = [1/L; 
     0]; 

C = [0 1]; 
D = 0; 

%% Simulando 
sys = ss(A,B,C,D); 

step(sys) 
grid on 
legend off

Exemplo 4: Modelagem Motor Elétrico

21
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Exemplo 5: Sistema de 4a-ordem

22

Suponha um sistema de 4a-ordem como:

 
d4 z
dt

+ a1
d3 z
dt

+ a2
d2 z
dt

+ a3
d z
dt

+ a4 z = b0 x

Podemos definir 4 novas variáveis:  à :q1 q4

 

q1 = z

q2 = ·q1 =
d z
dt

q3 = ·q2 =
d2 z
dt

q4 = ·q3 =
d3 z
dt

Assim teremos:

 
d4 z
dt

+ a1 q4 + a2 q3 + a3 q2 + a4 q1 = b0 x

Mas então:

 ·q4 =
d4 z
dt

e assim:

 
d4 z
dt

= ·q4 = − a4 q1 − a3 q2 − a2 q1 − a1 q4 + b0 x

Podemos re-escrever a equação diferencial de 
4a-ordem como 4 equações de 1a-ordem:

 

·q1 = q2 = ·z

·q2 = q3 =
d2 z
dt

·q3 = q4 =
d3 z
dt

·q4 = −a4 q1 − a3 q2 − a2 q3 − a1 q4 + b0 x

No formato “matricial” ou canônico de 
espaço de estados, fica então:

 ·x = A x + B u;

 

·q1
·q2
·q3
·q4

=

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−a4 −a3 −a2 −a1

q1
q2
q3
q4

+

0
0
0
b0

x;

 y = C x + D u;

 y = [1 0 0 0] ⋅

q1
q2
q3
q4

;

Com:

 A =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−a4 −a3 −a2 −a1

; B =

0
0
0
b0

;

 C = [1 0 0 0]; D = 0;

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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Exemplo 6:
Modelo simplificado motor CC

23

Diagrama em blocos de motor CC.

 u(t)  ω(t)  y(t)
 

b1

s + a1
 
1
s K

Driver 
Potência

Motor

tensão 
entrada

corrente

 
Posição 
angular

θ(t)

Função transferência:

 
ω(s)
U(s)

=
K b1

s + a1

A velocidade angular para uma entrada degrau é dada por:

 ω(t) = ℒ−1 { 1
s

K b1

s + a1 } = K b1 (1 − e−a1t)

Representando este sistema por variáveis de estado, 
poderíamos selecionar as seguintes variáveis:

 
x1(t) = y(t)
x2(t) = ω(t) = ·y(t)

⇒ x(t) = [x1(t)
x2(t)]

Da função transferência, podemos escrever:

 (s + a1) ω(s) = K b1 U(s)
Lembrando que  e que ,  
podemos escrever: 

x2(t) = ω(t) ℒ−1 {s ω(s)} = ·ω(t)

 ·x2(t) + a1 x2(t) = K b1 u(t)

Relacionando com as variáveis de estado: 

 ·x1(t) = x2(t)

Podemos finalmente escrever: 

 ·x(t) = [0 1
0 −a1] x(t) + [ 0

L b1] u(t)

 y(t) = [1 0] x(t) + 0 u(t)

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)



Intro Espaço de Estados Fernando Passold

Abordagens para Simular Sistemas
Representações de sistemas

24

Sistema

Espaço de 
Estados

Função 
Transferência 

(Laplace)

Equações 
Diferenciais

tf, 
step()

ss, 
step()

Euler

 A, B, C, D G(s) =
N(s)
D(s)

 
n

∑
i=0

ai y(i) =
m

∑
j=0

bj x( j) ·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
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De Espaço de Estados ➔ Função Transferência
Conversões
• Partimos de: 

 

• Aplicando Laplace, admitindo : 
 

• Logo: 
 

 

• Como: 
 

• Teremos: 

·x = A x + B u

x(0) = 0
s X(s) = A X(s) + B U(s)

(s I − A) X(s) = B U(s)
X(s) = (s I − A)−1 B U(s)

Y(s) = C X(s) + D U(s)

G(s) = C (s I − A)−1 B + D

25
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Por que usar Espaço de Estados?
Vantagens

• Modelagem de sistemas de ordem elevada; 

• Modelagem de sistemas com múltiplas entradas e múltiplas saídas; 

• Considera condições iniciais; 

• Transição facilitada para sistemas discretos (controle digital moderno) 
(preparação para controle por realimentação de estados)

26

·x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)


