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Representacao de Sistemas

Formas alternativas

Equacéo diferencial = any(”)+ ot ytay+aygy = bmu(m)+ oo+ byii+ b u+ byu

Transformada de Laplace e a, SnY(S) + ...+ a s Y(S) + ay Y(S) — bm s U(S) + ...+ bl \) U(S) + bO U(S)

Y(s)
o n . G(S) —
Funcao transferéncia = U(s)
N(s)
Mas sera gue somos realmente obrigados a sair do G(S) —

“dominio tempo continuo” e passar para o dominio
frequéncia, o plano-s, via Transformada de Laplace?

Existiria uma forma de tentar continuar no dominio tempo?

Representacao alternativa: G(s) =

Espaco de Estados =
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~ b,s"+b, 5"+ ...+ b s+ Db

anS”+an_1S”_1 + ... +611S+CZO
(=)= 2) . (8 = 2, (S — 2)

Y(s)

U(s)

X(?)
y(?)

A x(1) -

D(s) (s =pi)(s = ). o(s = Puet)(s = P)
Zeros: 7y, ..., Z,,; polos: py, ..., p,; ganho: K = by/ay

=CGI=-A)"'B+D

- B u(?)

Cx(?) -

Du@t)
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Exemplo 1: Sistema massa-mola

Sistema: Diagrama do As leis do movimento de Newton formgm a base para a analise de sistemas mecanicos. A
: segunda lei de Newton, eq. Abaixo, afirma que a soma das forgas que atuam sobre um
corpo livre: corpo é igual ao produto de sua massa e aceleracao.
b B .
1] . Z F =ma=mX
— m  —sF O\ b M f—F
k o A terceira lei de Newton, para os nossos propositos, afirma que se dois corpos estao em
contato, eles experimentam a mesma forca de contato, apenas atuando em direcoes
N opostas.

A forca da mola é proporcional ao deslocamento da massa, x, e a forca de amortecimento viscoso é proporcional a velocidade da massa, v = Xx.

Ambas as forcas se opdem ao movimento da massa e, portanto, sdo mostradas na dire¢cdo negativa de x. Observe também que x = O corresponde a posicao
da massa quando a mola esta sem deformacao.

Somamos as forgas e aplicamos a segunda lei de Newton em cada diregao. Neste caso, nao ha forgas atuando na diregao y; no entanto, na diregdo x temos:
Z F.=Ft)—bx—kx=mx

Essa equacao, conhecida como equacao governante, caracteriza completamente o estado dinamico do sistema.

Para determinar a representacao no espaco de estados deste sistema, devemos reduzir a equacao governante de segunda ordem a um conjunto de equacoes
diferenciais de primeira ordem. Resultarao 2. Para isso, escolnemos a posicao e a velocidade como nossas “variaveis de estado™:

<[

A variavel posicao captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a variavel velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.
O amortecedor apenas dissipa energia, ndo armazena energia. Muitas vezes, ao escolher variaveis de estado, € util considerar quais variaveis capturam a
energia armazenada no sistema.

Intro Espaco de Estados 3 Fernando Passold



Exemplo 1: Sistema massa-mola

Sistema: Diagrama do

corpo livre:

=] o

kx

=~

Obs.: A variavel posicao captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a

variavel velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.

O amortecedor apenas dissipa energia, nao armazena energia. Muitas vezes, ao escolher
variaveis de estado, € util considerar quais variaveis capturam a energia armazenada no

sistema.

1. Selecionar as variaveis de estado...

2. Separar/levantar equacodes relacionando energia...

3. Agrupar equacoes, mas de forma que o lado direito das mesmas
nao contenha nenhuma derivada...

Note: esta abordagem permite modelar sistemas de r
-entradas e m-saidas (sistemas “MIMQO”),

Intro Espaco de Estados

§ B -

M ——F 7 N bi::l m —F 7 X ZszF(t)—b)'c—kxzmjé 7N X=[x]<—/

EquagaNO diferencial 1. Variaveis de estado
(equagao governante): ~

Posicao, e
Velocidade

X

4. Podemos alcancar o “formato canonico” de
representacdo de um sistema no espaco de estados:

() = Ax(0)+Bu@) Vetor de estados
y(r) = Cx(t)+Du@®) (varia com f)
Neste caso: Vetor de entrada(s
| 0 1 - 0 (varia com 1)
el B A R N R LG
om om] o LM W;x1
Matriz de estados A B Matriz de entradal(s)

Matriz de saida
(varia com ¥)

cy=[1 0] m +0-F@)

Yt C D,
LI(\/Iatgiz de transicao direta
cte

mxn

Matriz de saida -/A

(cte)

4 Fernando Passold



Exemplo 1: Sistema massa-mola

Sistema:

3

» X

=] o

=~

Diagrama do
corpo livre:

—»F/_\Ab’.‘

kx

_)x

::Im

Obs.: A variavel posicao captura a energia potencial armazenada na mola, enquanto a
variavel velocidade captura a energia cinética armazenada pela massa.
O amortecedor apenas dissipa energia, nao armazena energia. Muitas vezes, ao escolher
variaveis de estado, € util considerar quais variaveis capturam a energia armazenada no

sistema.

1. Selecionar as variaveis de estado...

-

2. Separar/levantar equacdes relacionando energia...

3. Agrupar equacoes, mas de forma que o lado

esquerdo das mesmas ndo contenha nenhuma

derivada...
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+
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Equacéao diferencial
(equacao governante):

—F 7 N Y F,=F®)-bi—kx=mi 7 2 q= H

q@®) = Aq@® +Bu®
yo = Cq@®+Du@
Neste caso:
o 1
a=[g=|_£ 2| [3]+
_ m m_

1. Variaveis de estado

/

X

4. Podemos alcancar o “formato canonico” de
representacdo de um sistema no espaco de estados:

F(1)
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— ) . 1 = . " X(1) Ax(?) + Bu(?)
Representacao no Espaco de Estados 5 - cxo+bue

1. Selecionamos um subconjunto especifico de todas as variaveis possiveis do sistema e chamamos as
variaveis desse subconjunto de variaveis de estado.

2. Para um sistema de ordem n, escrevemos n equacoes diferenciais simultaneas de primeira ordem em
termos das variaveis de estado. Chamamos esse sistema de equacodes diferenciais simultaneas de

equacoes de estado.
3. Se conhecemos a condi¢3o inicial de todas as variaveis de estado em f;, bem como a entrada do
sistema para t > 1, podemos resolver as equagoes diferenciais simultaneas para as variaveis de estado

parat = 1.

4. Combinamos algebricamente as variaveis de estado com a entrada do sistema e encontramos todas as
outras variaveis do sistema para t > to. Chamamos essa equacao algébrica de equacao de saida.

5. Consideramos as equacoes de estado e as equacdes de saida uma representacao viavel do sistema.
Chamamos essa representacao do sistema de representacao no espaco de estados.



Sistema 1a-ordem

Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do
sistema, seria possivel prever sua evolucao futura?

Capacitor, C —> atua como uma “memoria”.

Conhecendo v (1) e a entrada v,(), € possivel

calcular o comportamento futuro. Portanto: uma das
variaveis escolhida como “variavel de estado” é:

x(1) = v(7)

Derivando equacodes para o circuito, com
entrada: u(f) = v,(1), saida: y() = v.(2).
Pela leia das correntes: ip(f) = i(7)

u(t) —v.(1) _c ov, (1)
R ot

Organizando os termos:

ov,(1) 1 ) + 1 ”
= — —V —u
ot RC ¢ RC

Como resolvemos fazer: x(¢) = v (1)

INntro Espaco de Estados

Exemplo 2: Circuto RC ol

® «

& N\ ® N
o V(1)
—L— ®
GND

Obtemos a equacao de estado:

X(t) = — R_lC x(1) + R_l(] u(t)

A saida desejada é a tensado no capacitor, entao:
y(t) = x(2)

Colocando no formato matricial (canonico):

x(1) = Ax(®) + Bu@®
yt) = Cx(r) + Du(®
Neste caso fica:
1 1
A=———, B=—— C =1, D=0
RC RC
Ou:
. B 1 1
x(t) = _—R_ x() + R_C u(r)
yo = |1lx  +  |0] u@

Obs.: Este sistema simples, resultou em matrizes
que na realidade sao escalares.

7

A funcio transferéncia seria:
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Exemplo 2: Circuto RC o

Sistema 1a-ordem

Se eu conhecer a entrada atual e o estado interno do
sistema, seria possivel prever sua evolucao futura?

Obtemos a equacio de estado:

1 1
x(t) = ——x(t) + — u(t
(1) RC (1) RC (7)
A saida desejada é a tensao no capacitor, entao:
y(#) = x(2)

Colocando no formato matricial (canonico):

x(1) = Ax(®) + Bu(®
y(r) = Cx(r) + Du(®
Neste caso fica:
1 |
A= ——, B=——, C=1, D=0
RC RC
Ou:
(1) = L (1 + L (?)
T . RC g RC g
yo = |1l x  +  |0] u@

Intro Espaco de Estados
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|
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% simula_RC.m
% Simula circuito RC passa-baixas usando Step Response
% espaco de estados
% Nao esquecer:
% >> pkg load control
R = 10E3; % 10 KQ
C = 100E-6; % 100 uF | | | | _
tau = R*C; % constante de tempo do sistema 0 ’ 5 3 4 5
ts = 4*xtau % tempo de assentamento previsto Tempo (s)
A = -1/(R*C); >> simula_RC
B = 1/(R*C); te = U
c =1 ans =
D = 0; scalar structure containing the fields:
G = ss(A,B,C,D); RaiseTime = [](0x0)
RiseTime = 2.1971
step(G) TransientTime = 3.9126
grid on Settl}ngT}me = 3.9126
legend off Settl}nngn = 0.9000
SettlingMax = 1.0000
Overshoot = 0

xlabel('Tempo (s)')
ylabel(‘v_c(t)"')
x1im(C[O 5*tau])
stepinfo(G)

_;_ k]

GND

Undershoot = 0

Peak = 1.0000

PeakTime = 15

StaticGain =1

InitialJdump = 0
>>
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Aproximacao Discreta...

Aproximacao de Euler (mundo discreto/digital)

Euler progressivo: Adaptando no circuito RC:
. Xyl — X . 1 1
l,) ~ xX(1 = ——\ X)) —+ — | u(’
X(%) T (7) “RC (7) RC (1)
yoo = | x® + 0] u@

Onde: X, = amostra atual; x; | = proxima amostra; Pode ser interpretado como:

I', = periodo de amostragem.

Vamos ter: - Uma parte do estado antigo
20: ermanece;
Entao: <1 T, > T, 5 P
X1 = — Xt + — U . . .
Xy =X+ T, X, (1) RC RC ™S Uma parte da entrada influencia o
novo estado;
Lembrando da eq. de estado: A eq. De saida continua sendo: y, = x;
« O fator RC determina quao
X = Ax + Bu (2) rapidamente o capacitou responde.

— ——

Substituindo (1) em (2), obtemos:
xk_|_1 — xk+ TS (AXK+Buk)
E assim:

Xpy] = (I+ TSA) x,+T,Bu,

Intro Espaco de Estados 9 Fernando Passold



Euler progressivo:

Xe+1 — Xk
T

\)

x(t) ~

Onde: X, = amostra atual; x; | = proxima amostra;

I', = periodo de amostragem.

Entao:
Xpy1 = X+ T % (M
Lembrando da eq. de estado:

X = AX + Bu (2)

Substituindo (1) em (2), obtemos:
xk_l_l — xk+ TS (AXK+Buk)
E assim:

Xpy] = (I+ TSA) x,+T,Bu,

Intro Espaco de Estados

Aproximacao Discreta...

Aproximacao de Euler (mundo discreto/digital)

Adaptando no circuito RC:

P ns
X(t) = “RC x() + RC u(t)
yoo = | x® + 0] u@
Vamos ter:

TS TS
Xy = <1—RC> xk+ﬁuk (3)

A eq. De saida continua sendo: y, = x;

Forma discreta geral:
Xer1 = Ag X+ By

Ve = Cyx.+Dyuy

Neste caso:

A ITS B s C,=1 D,=0

¢4 Rc’ Y RC T4 i
10

No caso continuo:

X = Ax + Bu

Euler progressivo produz:

X1 = (I+T,A) x,+ T,Bu,
Ou:

Ag~I+T A, B,~TB

Note que, neste caso:

T

\)

" RC

a

E entdo (3) pode ser escrito como:
X1 = —a)x, + auk) (4)

Para 0 < a < 1, isto resulta numa “média ponderada”
entre o estado anterior e a entrada.

A eq. (4) corresponde a um filtro digital de primeira
ordem.

Fernando Passold



Aproximacao Discreta...

Aproximacao de Euler (mundo discreto/digital)

Adaptando no circuito RC:

1 | 1]
x(? = —— | x(7) + — | u(’

(7) “RC (1) RC (7)
yoo = [1]x® +  [0] u@
Vamos ter:

1 ‘s + ‘s (3)
X1 = — X 7}

k+1 RC k RC k

A eq. De saida continua sendo: y, = X,

Forma discreta geral:

Xep1 = Ag X+ By

Yie = Cax + Dy

Neste caso:

A 1 ! B ! C 1 D 0
¢~ rC’ ' RCT T a7

Intro Espaco de Estados

No caso continuo:

X = Ax + Bu

Euler progressivo produz:

X1 = (I+T,A) x,+ T,Bu,
Ou:

Ag~I+T A, B,~TB

Note que, neste caso:

T

\)

" RC

a

E entdo (3) pode ser escrito como:
Xer1 = (I =) x5 + au(k) (4)

Para 0 < a < 1, isto resulta numa “média ponderada”
entre o estado anterior e a entrada.

A eq. (4) corresponde a um filtro digital de primeira
ordem.

i

Simulacao

Supondo gque:
R=10KQ, C =100 uF
Resulta em: RC = 1 (segundo)

Se T, = 0,1 (segundos) = a = 0,1
E a “atualizacido” fica:
X1 =09, + 0,1y,
Vamos supor, entrada degrau de 5 Volts e x, = 0.
Os primeiros valores vao resultar:

xO — O

xl —_ 0,1 (5) —_ 0,5

x, =0,9(0,5)+0,1(5) =0,95

x; = 0,9(0,95) +0,1(0,5) = 1,355

Simulando...

Fernando Passold




ML VAL |ayau LY IOV ULCeeo

No caso continuo:

X = Ax + Bu

Euler progressivo produz:

Xy ] = (I + TSA) X, +T,Bu,
Ou:

Ag~I+T A, B,~TB

Note que, neste caso:

T

\)

" RC

a

E entdo (3) pode ser escrito como:

X1 = (I —a)x, + au(k)

Para ) < a < 1, isto resulta numa “média ponderada”

(4)

entre o estado anterior e a entrada.

A eq. (4) corresponde a um filtro digital de primeira

ordem.

Supondo que:
R=10KQ, C=100 uF

Resulta em: RC = 1 (segundo)

Se T, = 0,1 (segundos) = a =0,1

E a “atualizacio” fica:

xk_l_l — O,9Xk + O,l I/lk

Simula aproximacao circuito RC passa-baixa
como filtro digital de la-ordem

%
%

format shortg % imprime so0 casas decimais necessarias

R=10E3;
C=100E-6;
Ts=0.1; % periodo de amostragem, incremento de tempo

tau=1/(R*C) % constante de tempo

ts=5*tau % tempo final da simulacdo (regime permanente)
t_fim=ts*(1+1/5) % inclui parte inicial do degrau propositalemente
% nulo (1/5 do ts).

alpha=Ts/(R*C)

t=0:Ts:t_fim; % cria vetor t, incremento Ts
pts=length(t); % gtade de pontos gerados
kk=0:pts-1; % vetor que simula o "K"

% cria vetor de tensao de entrada
u=zeros(l,pts); % inicialmente zerado
u(Cl,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de (1/5)*pts vale o degrau

Vamos supor, entrada degrau de 5 Vox(1)=0;: % equivale a x(0); Octave/Matlab iniciam indices em zero

Os primeiros valores vao resultar:

x; =0,1(5) = 0,5
x, =0,9(00,5)+0,1(5) =0,95

x; =0,9(0,95) +0,1(0,5) = 1,355

Simulando...

12

for k=1:pts-1
x(k+1l) = (1-alpha)*x(k)+alpha*u(k);
end

% gera "tabela" na tela
disp("’ K t u x")
disp([kk' t' u' x']1)

figure

plot(t,u, 'm--', t,x, 'bo-")

xlim([0 t_fim])

ylim([0 5.2])

xlabel('Tempo (s)')

ylabel('Tensao (V)')

legend('uCk)', 'x(k)', 'Location', 'southeast');
title('Resposta de Circuito RC')

grid

TermamMmaoTesSsSolC)



%
%

Simula aproximacao circuito RC passa-baixa
como filtro digital de la-ordem

A
HIJI UAII I IGYFormat shortg % imprime so0 casas decimais necessarias

Supondo que:
R=10KQ, C=100 uF

Resulta em: RC = 1 (segundo)

Se T, = 0,1 (segundos) = a = 0,1

E a “atualizacio” fica:

Xk_l_l — O,9Xk+ 0,1 l/lk

Vamos supor, entrada degrau de 5 Vox(1)=0;: % equivale a x(0); Octave/Matlab

Os primeiros valores vao resultar:

'XO —_ O
X =0,1(5) = 0,5
x, =0,9(00,5)+0,1(5)=0,95

x; =0,9(0,95) +0,1(0,5) = 1,355

Simulando...

R=10E3;

, C=100E-6;

Ts=0.1; % periodo de amostragem, incremento de tempo

tau=1/(R*C) % constante de tempo

ts=5*tau % tempo final da simulacdo (regime permanente)
t_fim=ts*(1+1/5) % inclui parte inicial do degrau propositalemente

% nulo (1/5 do ts).

alpha=Ts/(R*C)

t=0:Ts:t_fim; % cria vetor t, incremento Ts
pts=length(t); % gtade de pontos gerados
kk=0:pts-1; % vetor que simula o "K"

% cria vetor de tensao de entrada

u=zeros(l,pts); % inicialmente zerado

u(Cl,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de

for k=1l:pts-1

(1/5)*pts vale o degrau

iniciam indices em zero

x(k+1) = (1l-alpha)*x(k)+alpha*u(k);

end

% gera "tabela" na tela
disp(' K t
disp([kk' t' u' x']1)

figure

plot(t,u,'m--', t,x,'bo-")
xlim([0 t_fim])
ylim([0 5.2])
xlabel('Tempo (s)')
ylabel('Tensao (V)')
legend('u(k)', 'x(k)',
title('Resposta de Circuito RC')
grid

'Location',

'southeast');

o

Tenséo (V)
O =~ N W A O

Resposta de Circuito RC

>> simula_aproxima_RC

tau =
ts =

t_fim
alpha

5

1

WOJOOCUUGEFELEWNREPOXEFEO

ulk) | |
&— x(k)
2 3 4 o 6
Tempo (s)
t u X
0 0 0
0.1 0 0
0.2 0 0
0.3 0 0
0.4 0 0
0.5 0 0
0.6 0 0
0.7 0 0
0.8 0 0
0.9 0 0
1 5 0
1.1 5 0.5
1.2 5 0.95
1.3 5 1.355
1.4 5 1.7195
1.5 5 2.0476
1.6 5 2.3u28
1.7 5 2.6085
1.8 5 2.8uU77
1.9 5 3.0629
2 5 3.2566



Aproximacao Discreta...
Aproximacao de Euler (mundo discreto/d

Se eu conrtiecer a entrada atual e o estado interno do
sistema, seria possivel prever sua evolucao futura?

Euler progressivo:

X1 — Xk
T

\)

Cpbtemos a equacio de estado:

simula_RC_ss.m

Simula RC passa-baixa

Usando equacoes do espaco de estado

e aproximacao de Euler

10E3; % 10 KQ

100E-6; % 100 pF

au = R*C; % constante de tempo do sistema
s = Uxtau % tempo de assentamento previsto

M 20 0° 0° o° o°

Ts = 0.1;
ts=5*tau;
t_fim=ts*(1+1/5)

tempo final da simulacao (regime permanente)
inclui parte inicial do degrau propositalemente

o® o

t=0:Ts:t_fim; cria vetor t, incremento Ts

1 1 | : .
(1) = — e x(1) + e u(t) Onde: pts=length(t);  qtade de pontos gerados
Xy = amostra atual; % cria vetor de tensao de entrada
A saida desejada € a tensao no capacitor, ento: X1 = proxima amostra; u=zeros(1,pts); % inicialmente zerado
, u(l,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de (1/5)*pts vale o degrau
y(2) = x(2) I'; = periodo de amostragem.
% matrizes do espac¢o de estados (aproximacao discreta)
. . A e ] EntéO: A = _1/(R*C)
Colocando r: fz)r)mato rrlw:tréc)lal (candnico): B = 1/(R%C)
‘Iilil’>== X)) -+ u(z C=1
X1 =X, + T@ (1 D=0
v(i) = Cx() + Du@® kLT Tk s
. x = zeros(l,pts);
Neste caso fica: size(x)
1 1 for k=1:pts-1
A=——, B=—— C=1, D=0 > dx = A*x(k) + Bxu(k); % Eq. Espaco de Estados
RC RC 5 X(k+1) = x(k) + Ts*dx; % derivada aproximada (Euler)
end
Ou:
R B Supondo que: figure
. lot(t,u,'m--', t,x,'bo-")
X(t) — - .X(t) + — u(t) P - [l . I RaY
. RC RC R=10KQ, C=100uF ﬁiﬂﬁ%g b
A 11 x(z + 0l wu(z xlabel('Tempo (s)')
(D) [ ] () [ ] () Resulta em: RC = 1 (segundo) ylabel('Tensdo (V)')
legend('uCk)', 'x(Ck)', 'Location', 'southeast');
title('Resposta de Circuito RC')
Se T, = 0,1 (segundos) gll~id PR TR
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% simula_RC_ss.m
® ~y ® % Simula RC passa-baixa
Aproximacao Discreta ;o aproxinato de purar . 08 A
00 % e aproximacao de Euler

R = 10E3; % 10 KQ

A : -~ d E I d d' t dc = 100E-6; % 100 WF
prOX” I |a(}ao e u er I I Iun O |Scre O tau = Rx*C; % constante de tempo do sistema

ts = Uxtau % tempo de assentamento previsto
Se eu contiecer a entrada atual e o estado interno do Euler progressivo: Ts = 0.1;
sistema, seria possivel prever sua evolucao futura? ts=5*tau; % tempo final da simulagdo (regime permanente)

Xe+1 — Xk t_fim=ts*(1+1/5) % inclui parte inicial do degrau propositalemente
Cpbtemos a equacio de estado: T . . .
1 1 \ t=0:Ts:t_fim; % cria vetor t, incremento Ts
X(t) = — _RC x(1) + _RC u(?) Onde: pts=length(t); % (tade de pontos gerados
Xy = amostra atual; % cria vetor de tensao de entrada
A saida desejada é a tensao no capacitor, entio: X4 = proxima amostra; u=zeros(1l,pts); % inicialmente zerado
, u(l,round(pts/5)-1:pts)=5; % a partir de (1/5)*pts vale o degrau

y(2) = x(2) I'; = periodo de amostragem.

% matrizes do espac¢o de estados (aproximacao discreta)

ici dNico): Entao: A = -1/(R+C)
Colocando no formato matricial (candnico) B = 1/(R%C)
.ﬂﬁ’ = Ax(®) + Bu@® @ C=1
X1 =x,+ T (1) D=0

y@&) = Cx(f + Du(® SRR

x = zeros(l,pts);
size(x)
for k=1:pts-1

Neste caso fica: o
Resposta de Circuito RC

- —— = dx = Axx(k) + Bxu(k); % Eq. Espaco de Estados
S : 5 X(k+1) = x(k) + Ts*dx; % derivada aproximada (Euler)
4L '. ] end
S |
ey | | 1do que: figure
g g | ) an(lo tems
- - | x — XLim _Tim
|2) 2 ! P x(K) 0 KQ’ ¢ =100 'MF ylim(C[0@ 5.2])
1t | ] xlabel('Tempo (s)')
| ta em: RC = 1 (segundo) ylabel('Tensdo (V)')
0 (CBERIRIRAND - . . L legend('uCk)', 'x(Ck)', 'Location', 'southeast');
0 | 5 3 4 5 6 = 0.1 (segundos) ’;;till.e( Resposta de Circuito RC')

I Tempo (s) 1 R — — “



Aproximacao Discreta...

Aproximacao de Euler (mundo discreto/digital)

Consideracoes...

= Varie T, e note o que ocorre...

Discretizar ndo é simplesmente “trocar derivada por diferenca” sem consequéncias:

. Se T, for pequeno em relagdo a RC, Euler aproxima bem o sistema;

. Se 1, aumentar, o erro cresce;

- Para o RC de primeira ordem, Euler progressivo exige cuidado com estabilidade;
- Para a > 2, a solucdo de Euler torna-se instavel;

- Paral < a < 2, podem aparecer oscilacoes artificiais, embora o circuito fisico ndo oscile
- Note que neste caso a instabilidade € gerada pelo método numeérico, ndo pelo circuito.

= Portanto: A equacio discretizada € um modelo aproximado do sistema continuo.
O resultado depende da resolucao temporal escolhida

Intro Espaco de Estados 16

Variando Ts num sistema RC (t = 1)

= Ts = 0.1
Dot !
0 2 < 6 8 10
Tempo (s)
Variando Ts num sistema RC (t = 1)
3 -
oL
x1 _ I —Ts-01]
8 /f‘ —— Ts=05
0 Ts=1 B
—Ts=15
1T Ts=2
——Ts =22
ot :
0 2 B 6 8 10
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Exemplo 3: Sistema de 2a-ordem

X(7)
y(?)

Circuito RLC Serie

Temos agora um sistema de 2a-ordem com 2 equacodes diferencias
simultaneas.

Mas temos que organizar equacoes diferenciais de 1a-ordem. Serdo
necessarias 2, assim como 2 variaveis de estado.

Vamos escolher equacdes/variaveis relacionadas com energia. A
energia acumulada pelo indutor e a energia acumulada pelo capacitor:

. , : v (1)
Tensao em capacitares: i(f) = C P
[
. diy (1)
Corrente em indutores: v;(f) = L p
[

Neste caso, vamos escolher como variaveis de estado:
i(t) e g(¢) (a carga no capacitor)

Escrevendo a primeira equacao de queda de tensdes em circuito serie:

Lo Rigd J'dr (f) (1)
— I+— |idt =v
ot C

INntro Espaco de Estados
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AMVAN— 0000 —

AY
/1
O

Ax(f) + Bu® v(7) @)

Cx(H) + Du(®) <0

Convertendo para carga, usando i(f) = dq/dt, teremos:

L4, pda ! O @
da pfd 1 _
dt? dt Cq

Conseguimos eliminar o termo integracdo. Mas agora termos que converter
esta equacao de 2a-ordem, em 2 equacdes simultaneas de 1a-ordem.
Algo no formato:

dx;
7; = a; X + dpXy + ... + a;,xy + b f(¢) (3)

onde: x; = variavel de estado, a;; e b; sdo constantes para um sistema linear

e invariante no tempo (LTl). Dizemos que a eq. (3) € uma combinacao linear
de variaveis de estado e da entrada, f(?).

Podemos converter a eq. (2) em 2 equacdes simultaneas de 1a-ordem em
termos de i(?) e g(t). A primeira equacao pode ser justamente: dq/di = i.

A segunda equacdo pode ser obtida, substituindo |idf = gnaeq.(1)e

resolvendo para di/dt. Em resumo: ...

Fernando Passold



Exemplo 3: Sistema de 2a-ordem

Circuito RLC Serie X()

y(?)

Escrevendo a primeira equacao de queda de tensdes em circuito serie:
)]

1
L—+Ri+—\|idt = v(t 1
o TR CJZ V(1) (1)

Convertendo para carga, usando i(f) = dq/dt, teremos:

144, gda ] On @
99 pfd 2 _
dt? dt Cq

Convertendo a eq. (2) em 2 equacdes simultaneas de 1a-ordem em
termos de i(?) e g(f). Lembrando que: dqg/di = i.

A segunda equacao pode ser obtida, substituindo Jidt =gnaeq.(l)e
resolvendo para di/dt, ou seja:

dg
R yil
o l (4a)

di LR L
— =——q——i+—V
o el TL

INntro Espaco de Estados

AY
/1
O

Ax(H) + Bu() V(1) (‘D

Cx(H) + Du(®) <0

As equacoes (4a) e (4b) ja sdo as equacdes de estado e podem ser
resolvidas simultaneamente para as variaveis de estado, g(¢) e i(?).

Agora temos que relacionar esta variaveis com outras da rede RLC. Por
exemplo, podemos isolar a tensao no indutor em termos das variaveis de
estado:

(1) Ldi : Ri + v(¢?)
vw(l)=L—=——qg—Ri+v
L dt c?

]
v () = — EW) — Ri(t) +v(r)  (5)

Esta seria a equagéo de saida. Neste caso, v;(f) € uma combinagéo linear

de variaveis de estado ¢g(?) e i(?), e para a entrada, V(7).

A combinacao das equacodes (4) e (5) formam um sistema viavel de
representacdo do circuito RLC no espaco de estados.

Mas... g(?) e i(?) ndo sdo as Unicas escolhas possiveis para variaveis de

estado. Poderiamos ter escolhido, vp(?) e v(f). Neste caso, iriamos obter
outro conjunto simultaneo de equacdes diferenciais de 1a-ordem:

Fernando Passold



Exemplo 3: Sistema de Za ordem

+
Circuito RLC Série s A B 0 it T¢
y(r) = Cx(r) + Du@® —
Escrevendo a primeira equacao de queda de tensdes em circuito serie:
di | Escolhendo para varidveis de estado: vg(f) e v (7).
L—+Ri+—Jidt=v(t) (1)
dt C Neste caso, vamos obter outro conjunto simultaneo de equacoées

diferenciais de 1a-ordem:
Escolhendo variaveis de estado: g(7) e i(¢)

ve(®) = i(OR; v(t) = (1/C) [idt; elembrando que: |idt =
Lembrando que i(¥) = dq/dt, teremos:

724 dg 1 Diferenciando vy(?) e V.(f), obtemos: dl di 1
v, = L— = —V
Lﬁ +RE t = V() (2) dv,  di /\ — L dt dt Lt
?=RE=zVL— 7 V(f)—VR—VC
Convertendo a eq. (2) em 2 equacdes simultaneas de 1a-ordem em 1
termos de i(f) e g(¢). Lembrando que: dgq/di = i: & _ li _ Lv L=1g= EVR
i d C RCF-
— = (4a) .
At E finalmente:
di _ 1 R + 1 ) (4b) % — 5\; — BV + Ev(t) (6a)
o= !t @ L L°TL
Saida: tensdo no indutor: dve _ 1
dt  RC ¥

]
v () = — Eq(t) — Ri(t) +v(t)  (5)

Intro Espaco de Estados 19 Fernando Passold



Armature resistance
R Torque T

Exemplo 4: Modelagem Motor Elétrico -®.° ol S O

‘ | S
« Seja um motor CC . Fazemos: Friction B
Input: voltage source (i)

. o . Varidve tado: N
Propriedades basicas: a”a\’;@ de estado Output: shaft angular position 6(t)
. . l

° . X = o

Torque Propormonal a corrente: [Xz_ [a)] R ;

I'= Kk - Temos que fazer: IV
- Tensao na bobina proporcional a velocidade % = [i

angular do seu eixo: 0] |7 C_—)

e, = Kbé — Kba) - Formato canodnico:

x(1)=Ax(H))+B

« Entrada: tensao, u; B _

da: velocidad | AP
. Saida- - — ——i——w+—u
Salda: velocidade angular, y = @ . 77 7
. Equacdes: / B K b
—i——®
- Parte Elétrica: o X() = Ax(®)+Bu( - JJ |
l _ _ _
u(f) = Ri(f) + Ld— + K w(7) yo = Cx@+Du@) R K -
y N —
. R. K, 1 \? _| L L _ |7
= ——i——®+—u A= % ) B= |
L L L — = 0
- Parte Mecanica: / /-
jo =Ki— bw y(&)=Cx(H)) + Du(®) = o
K, b
w=—Il——® — =
7 7 C=[0 1] D=0
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Armature resistance

) ) — To;lf‘T
Exemplo 4: Modelagem Motor Eletrico . L >-E0
‘ ] N

- Fazemos: simula_motor.m

simula motor-CC no espago de estados
Nao esquecer antes: > pkg load control

Input: voltage source (i)

- Variaveis de estado: Output: shaft angular position 6(t)

<[k

- Temos que fazer:

i _AAA

+m
il

GGOQGN
CDI—‘I—‘CH

é

L & (B

CGUX XTI 0oPefe°

yi) =Cx(1)+ Du(¥) = w

=[0 1]

Intro Espaco de Estados

D=0

21

« Formato canonico: %% McEnt7ndos as/matrizes
o A = [-R/L  -Ke/L:
X(1) éx(r) + B _ Rt/J —-b/I].
—51—£w+lu B = [1/L Step Response
|l LoLL 0l; o
K b c = [0 1];
—Il——® D = 0,
J J _ 27
_ ) %% Simulando >
R K, | sys = ss(A,B,C,D); 11
_z _T — step(sys)
A= e B=|[ I‘lg n 0 ! '
& b 0 egend off 0 2 4 6 5
i J J Time [s]

y(?)

Ax(t)+Bu(y)
Cx(t)+Du(y)
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Exemplo 5: Sistema de 4a-ordem

Suponha um sistema de 4a-ordem como: Mas entao:
d4z+ d3z+ d2Z+ a’z+ " ; - d*z
—+a—+ar——+a,—+a,7=0yx 4= "
d  'dr  Cdt Cdt T dt
Podemos definir 4 novas variaveis: g a ¢,: € assim:
4
9 = z dz . "
T4y = 444 —A3q — a4 — a1 qs T Dy X
. dz dt
@ = 9 = E Podemos re-escrever a equacao diferencial de
42z da-ordem como 4 equacdes de 1a-ordem:
q3 = {4 = At ql = ¢, = z
. d’z i = g = d*z
3
Assim teremos: G = g = d”z
d*z dt

7+G1Q4+a2q3+a3qZ+a4ql=b0x q’4

—04q) — 3Gy — Ay G3 — Ay 44 + by X

INntro Espaco de Estados 22

x(1) = Ax()+ Bu(®)
y(r) = Cx()+Du(r)

No formato “matricial” ou canénico de
espaco de estados, fica entao:

Xx=Ax+Bu;
“i1 [o 1 o o] /[a] [0
L _ [0 0 | 0 9> N 0 -
ds 0 0 0 1 q3 0 ’
G —44 —az —ay —ap| (44 _bo_
y=Cx+ Du;
’e
_ p)
y=1[1 0 0 O] |
_q4_
Com:
0 1 0 0] 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 |’ 0}
—d4y —az —ay —ap by

Fernando Passold



Driver Motor

Poténcia A 5
~ : b ; {
Exemplo 6: ansso w0 [N ] b Lo Ji] L0
entrada / | S+ a s Posics
o oo ! OSIcao
Modelo simplificado motor CC e . angular
corrente

Funcao transferéncia: Diagrama em blocos de motor CC.

w(s) Kb

U(S) B S + aq
A velocidade angular para uma entrada degrau é dada por: Podemos finalmente escrever:

1 Kb, 0 1 0
o) =L} =Kb, (1 —e ! X(1) = x(1) + u(t
(1 {”Ml} N ) D=0 —a| X0+ |3, | 4O
y@) =[1 0] x() + 0u()

Representando este sistema por variaveis de estado,
poderiamos selecionar as seguintes variaveis: x(1) = Ax@®) +Bu®
x () = t X, (1) ) = Cx@@)+Dus

1(D y(®) | > x(f) = 1(0) y(®) X(7) u(?)
(1) = o = ) X,(0)

Da funcao transferéncia, podemos escrever:
(s +a)w(s) = Kb, U(s)

Lembrando que x,(#) = w(¢) e que L sw(s)) = o),
podemos escrever:

X>(t) + a; x,(t) = Kby u(r)

Relacionando com as variaveis de estado:
x1(1) = x5(1)
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Abordagens para Simular Sistemas

Representacoes de sistemas

Sistema

. Funcao
Equago.es., Transferéncia Espaco de
leerelnc:lals (Laplace) Estados
) - N O N(s) l () = Ax()+Bu(@
a. = b.x —
=0 l j=0 l l
Euler tf, SS,
step() step()
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De Espaco de Estados = Funcao Transferéncia

Conversoes

« Partimos de:
x=AXx+Bu

» Aplicando Laplace, admitindo x(0) = O:
s X(s) =AX(s) + BU(s)
« Logo:
(sI—A) X(s) =B U(s)
X(s) = (sI—=A)”" BU(s)
« Como:
Y(s) = CX(s) + D U(s)

e Teremos:

G(s) = C(SI—A)_1B+D
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Por que usar Espaco de Estados?

Vantagens (1)
y(@®)

AX(?) + Bu(z)
Cx(r) + Du(?)

- Modelagem de sistemas de ordem elevada;
- Modelagem de sistemas com multiplas entradas e multiplas saidas;
- Considera condic¢oes iniciais;

 Transicao facilitada para sistemas discretos (controle digital moderno)
(preparacao para controle por realimentacao de estados)
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