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INTRODUCAG

Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica
equagoes diferenciais de equagoes

Solugdo

Transformada de Transformada

Domino tempo Laplace Domino s Inversa de Laplace | p, im0 tempo
(dominio frequéncia)
0° 0 -
W) = a, ax - a, ; - g Y(S) = ay5” + a;s + agx (1) = L7 Y(s))
[ [

» Equacoes diferenciais que descrevem como um sistema se comporta com o tempo, sao transformadas
em relacoes algébricas nao envolvendo o tempo, em que podemos realizar manipulac¢oes algébricas
mais simples (normais).

» O comportamento do sistema, originalmente no dominio tempo sera transladado para o dominio s, no
qual s3o realizadas a manipulacdes algébricas.

» Usamos uma transformada inversa, para obter a solu¢ao de volta no dominio tempo.



INTRODUCAG

Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica
equagoes diferenciais de equagoes

Solugdo

g Transformada de Transformada

Domino tempo Laplace Domino s Inversa de Laplace | p, im0 tempo
(dominio frequéncia)
—~1
d™y(t d"y(t d™(t d" (1 () =27 {Y(s)]
) - a ) F...+ayy() =b, O - b O ...+ Dyr(?)

dr” =l g1 drm m=1 ggm—1

> Na eq. Diferencial acima, y(7) se refere a saida, () se refere a entrada, e a; e b, se
referem a parametros do sistema.

» Origem das Equacodes diferenciais: Lei das malhas (somatério de d.d.p.’s) de
Kischoff, lei dos nés (somatdrio das correntes) e leis de Newton (o somatorio das
forcas € nula; ou somatdério dos momentos € nulo).



DEFINICAO

» O matematico francés PS. de Laplace (1749-1827) descobriu um meio de resolver equacoes
diferenciais: multiplicar cada termo na equacdo por ¢ *' e entdo integrar cada termo em relacdo ao

tempo de zero para infinito:

Sf{f(t)} = F(s) = J f(He *'dt

—4_

onde: s = 6 + jw, é uma varidvel complexa.

» A transformada inversa de Laplace € data por:

0+joo
L UF(s)) = L[ F(s)e*'ds = f(H)u(t)

2r]

0—]O0

onde u(7) = funcao degrau:
u(t) = {

1,
0,

t > 0;
t < O0;

A notagao para o limite inferior significa que
mesmo que f(¢) seja descontinuo em ¢ = 0,
podemos iniciar a integracao antes da
descontinuidade desde que a integral convirja.
Assim, podemos encontrar a transformada de
Laplace das funcoes impulso.

Esta propriedade tem vantagens distintas ao
aplicar a transformada de Laplace a solucao de
equacoes diferenciais onde as condi¢oes
iniciais sao descontinuas em 7 = 0.




DEFINICAO

» O matematico francés PS. de Laplace (1749-1827) descobriu um meio de resolver equacoes

diferenciais: multiplicar cada termo na equacdo por ¢ *' e entdo integrar cada termo em relacdo ao
tempo de zero para infinito:

SZ{f(t)} = F(s) = J f(He *'dt

onde: s = 0 + Jw, € uma variavel complexa. > Exemplo: Seja um resistor R, por onde passa a corrente 1
> A transformada inversa de Laplace é data por: e seja V a d.d.p. sobre ele. Geralmente escrevemos:
1 0+joo v = Ri .
L UF(s)) = —[ F(s)e*'ds = f(H)u(t) Se v e I sao ambas func¢des do tempo, podemos escrever:
27 ) o—ioo w(£) = Ri(?)
onde u(f) = fungao degrau: o) - { 1. t>0: Tomando a transformada de Laplace de I e v, a equagio
0, t<0; anterior torna-se:

V(s) = RI(s)




TRANSFORMADA DE LAPLACE FUNCAO IMPULSO

> Definicao: §(t) = {OO’ V0T <t <0 » L{o()} =1

0, caso contrario.

0+
J o(t)dt =1
0-

A

5(1) I
0 t




TRANSFORMADA DE LAPLACE DA FUNCAO DEGRAU

> A equacgao para esta func¢ao é: f(7) = A - u(¢); (degrau de amplitude A), onde: wu(t) = {

> Solugdo:

o0 o0

A
F(s) = [ Ae S dr = AJ e Sldt = — _(e—Sf) ‘80
0 0 \) . '
quando t = 00, o valor de e~ é 0; e quando t = 0, o valor de e V=1. 0 It

Entao:

A
F(s) = —
)



TRANSFORMADA DE LAPLACE FUNGAQ EXPONENCIAL

» Encontrar a transformada de Laplace de: f(7) = Ae—au(t).
Solugdo:

Como a fungdo ndo contém uma fungdo de impulso, podemos substituir o

limite inferior da Eq. De definigdo da transformada de Laplace por 0.
Portanto,

o0 o0 0

Ae—ate—stdt = AJ e—(s+a)t ]t
0

F(s) =J

0

f(t)e-sidt = J

0
A
=0

F(S) — A e—(s+a)t‘00 _
S+ a S+ a

>> ezplot(‘exp(-2*x)",[0 2])

exp(2 x)
'\




TABELA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

# QObs.

5. Exponencial

........................................................................................................................................................... a)

6. Senodide

7. Cosseno

J(0)

sin(wt) - u(t)

cos(w?)u(t)

F(s)

0 0.5 1 1.5 2

>> ezplot(‘exp(-2*x)",[0 2])

exp(2 x)




PROPRIEDADES
TRANSFORMADA
DE LAPLACE

#  Propriedade Nome

1. Z{f(n} = F(s) = J f(He™*'dt Definicio
0—
12. Z{kf} = kF(s) Linearidade
3. &£ { f(0) + fz(t)} = F|(s) + F5(s) Linearidade
4., &£ {e“”f(t)} = F(s + a) Deslocamento em freqiiéncia
5. & { f(t— T)} = e F(s) Deslocamento no tempo

1
6. &£ { f(at)} = EF (s) Escalonamento

7. &£ { %} = sF(s) — (0 — ) Diferenciacio

2
8. £ { 60];(;) } = 52F(s) — sf(0—) —f(0—) Diferenciagao

" f(t !
9. & { %O } = s"F(s) — Z s"7k*=1(0 — ) Diferenciacio

ot" P
t F(s)
10. & f(r)or p = Integracao
B )
11. f(o0) = lim sF(s) Teorema Valor Final
s—0
12. f(O+) = lim sF(s) Teorema Valor Inicial

10



EXEMPLO TRANSFORMADA INVERSA DE

» Encontre a transformada inversa de Laplace de:

Solugdo:

Para resolver este item vamos fazer uso da teorema do
deslocamento em freqiiéncia, item (4) da tabela anterior e
lembrar da transformada de Laplace de f(t) = tu(t) (item 3
da tabela anterior).

Se a transformada inversa de F(s) = 1/57 é tu(?), entdo a
transformada inversa de F'(s + a) = 1/(s + a)* é
e " “tu(r).

Assim:

(1) = e 'tu(?).

#

1.

.

G W

8.

9.

10.Z J f(r)or p =
0 )

11.

12.f(0+ ) = lim sF(s)

1
- Z{flan} = —F(s)

Propriedade Nome

zﬂm}=ﬂw=[

0—

Q)

f(He *'dt Definicao

LLkf@)} = kF(s) Linearidade
< { f1(0) + fz(t)} = F(s) + F,(s) Linearidade
< {e‘“tf(t)} = F(s +a) Deslocamento em freqiiéncia

A { f(t— T)} = ¢! F(s) Deslocamento no tempo

Escalonamento

. L { @} = sF(s) — f(0 — ) Diferenciacao

ot

2
Sf{ ’ a]; (;) } = s°F(s) — sf(0 — ) — f(0 — ) Diferenciacio
IfD N\ _ wrrn O nkdeln -
< { Py }—s F(s) ];s f*~'(0 — ) Diferenciacio

(5)

Integracao

f(oco) = limsF(s) Teorema Valor Final

s—0

Teorema Valor Inicial
S—> 0



EXPANSAO EM FRAGOES PARCIAIS

» Para encontrar a transformada de Laplace inversa de uma funcao complicada, podemos converter a funcao em uma soma de
termos mais simples para os quais conhecemos a transformada de Laplace de cada termo. O resultado é chamado de
expansao de fracOes parciais.

N(s)

» Se Fi(s) = DGs)

, onde a ordem de N(s) é menor que a ordem de D(s) entao uma expansio em fracOes parciais pode ser

realizada.

» Se a ordem de N(s) é maior ou igual que a ordem de D(s), entdo N(s) deve ser dividido por D(s) sucessivamente até que o

resultando alcance um numerador possua ordem menor que o denominador. Por exemplo:
57+ 2s%+ 65+ 7

Fi(s) =

s+ 5+ 5 s3 428 465 +T s +5s+5
devemos realizar a divisao, assim: —s3 —1s? —bs s+1
2 s*  +s +T

FI(S) =S+ 1 : —82 —S —9

s?+s+5 - 5
E entao realizamos a transformada inversa de Laplace, obtendo:
£,(1) 900) | 5(H) + L1

1 ot s2+5+5

E entao usando expansao em fra¢Oes parciais, expandimos F(s) = 1/ <S2 + 5+ 5).

12



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS (2)

» Expandindo: F(s) = 1/(52 + 5+ 5).
» 3 (Casos:

» 1) raizes reais e distintas:

» 2) raizes reais repetidas:

> 3) raizes complexas: s roots([1 1 5])

dNnNS =
-05+ 2.17%94
-0.5-  2.1794i

13



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

2
Exemplo, seja: F(s) = 1).
> P ] (5) 24 3540 (1)

— ° / - 2 —
> Esta funcdo possui raizesem: s = — 1 e s = — 2. - Eqiax*+bc+c=0
3 -~ A =b?—-Adac
» Entao podemos re-escrever a expressao acima como: _h+ \/Z

R, R

Xy h =
— | (2) 1,2 H
s+Ds+2 G+1)  (s+2) ; !
onde R, e R, sao os chamados “residuos”, que podem ser calculados da seguinte forma:

F(s) =

> Para encontrar R, multiplicamos a eq. (2) por (s + 1), o que isola R: ~ Ou simplesmente:

2(s +1)) (s+ DR, - >>roots([132))

o = R 5 - ans=
M(SZ_I_ ) (s + 1)1(’5; ) '?

Rl — E
(s +2) (s +2) L
quando fazemos S valer -1, cancelamos o termo R, e obtemos entao:

) (=++T1TR,

T (C1+2)  (—1+2)

14



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

> Exemplo, seja: F(s) = (1). » E R, pode ser encontrado da mesma forma, multiplicando
s2+ 35+ 2 (2) por (s + 2):
» Esta funcdo possui raizesem: s = — l e s = — 2. 2542) — RiGs +2) +R,
(s + D(s+2) (s+1)
» Entao podemos re-escreverR a expressé}go acima como: e entio fazendo s valer -2-
F(s) = =l 42 (2 2 R(=2+7) _
s+ D6s+2 (G+1)  (s+2) R2_(-2+1) (—2+ D) = —2
onde R; e R, sao os chamados “residuos”, que podem ser
calculados da seguinte forma: > E assim (1) Se2 transforma eén: ,
.1 F(s) = —
> Paraienlc;);trar R, multiplicamos a eq. (2) por (s + 1), o (s) G+ Ds+2 G+ (5+2)
ue iso :
! 2(s+1)) 1 B (s + DR, » O que rende a seguinte transformada inversa de Laplace:
s+ +2) N (s + 2) f() = (2¢7% = 2™ u()
R — 2 (s + DR,
T +2) (5+2)
quando fazemos s valer -1, cancelamos o termo R, e # Obs. (1) F(s)
obtemos ent3o: B
2 (=3+=+1T'R, , 5. Exponencial B :e . y(f) N
= S+ a

N Ty (C1a2

15



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

> De forma geral:
N(s) N(s) R, R, R,

= = | + ...+
D(s) (s+p)s+p)-(s+p) (+p) (s+po) (s +p,)
onde cada um dos residuos R; pode ser calculado multiplicando a eq. acima pela correspondente fra¢ao parcial.

F(s) =

Assim, se desejamos encontrar R;, multiplicamos a eq. acima por (s + p;) e vamos obter algo como:

(s + p)F(s) = (s + p)N(s)

(s +p)s+py)-(s+p)-(s+p,)

& (s + p;) f +K+...+(s+p) A
(S - oL e ) :

(s +p1) V(s + po) | 05+ po)

fazendo s = — p,, obtemos:

R = (s + p)F(s)]._ (s +P)N(s) ‘

i (54 p(Ss + po)(sHPY- (s +p,) TP

=(s+p)




EXPANSAQ EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS - EXEMPLO

» Dado a seguinte equac¢ao diferencial:

d*y() . dy()
0 + 127 + 32y(1) = 32u(?) # Obs. £(t) F(s)

1

resolva para y(f) se as condigOes iniciais forem nulas. |5 Degrau A - u(f) A.—
)

Tabela de Transformadas:

Usar transformada de Laplace.

> Solugdo: Encontrando os residuos:
Usando uma tabela de transformadas de Laplace, suas R o— 32 -5 B 32 B

. o LA+ +8) T H®)
Propriedades e lembrando das condigées iniciais (y(07) = Oe AS 5
y(07) = 0) temos que: P 32 - (sA44) | B 32 B

2¥(s) + 125¥(s) + 32¥(s) = TseA s +8) T (—4)(-4+8)
s7Y(s) + 125Y(s) + (S)_T . 3. (s8] o 1 .
Isolando Y (), temos: S s(s + H(s+8) =8 (=8)(—-8+4)
Y(s) = 32 _ 32 E entao:
s(s2+ 125 +32)  s(s+4)(s + 8) i ) i # Propriedade Nome
: [

Expandindo Y(s), teremos: s +d) (+3) 7. & { —];( ) } = sF(s) —f(0 —) Diferencia¢ao
Y(s) = 32 R, n Ry Ry E entdo finalmente: :

_s(s+4)(s+8): ) (S+4)+(S+8)

_ —4r | -8t IO ) . .
YO = (1=2e""+eu@ |8 & S (=5 FE) - $f0—)—f(0-) Diferencia

Sinais & Sistemas I Prof. Fernando Passold 17



EXPANSAQ EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS - EXEMPLO

» Dado a seguinte equac¢ao diferencial: # Obs. (1) F(s)

d*y(t dy(t 1
() + 12& + 32v(t) = 32u(r) 2. Degrau A - u(?) A-—
dt? dt s
C .. B
resolva para y(f) se as condicOes iniciais forem nulas. 5. Exponencial B-e~@ . y(p)
Usar transformada de Laplace. S
» Solugdo: _ 32 -5 _ 32
R, = | g=———=1
. A(s +4)(s + 8)) (4)(8)
Usando uma tabela de transformadas de Laplace, suas Propriedades e lembrando
das condigdes iniciais (y(07) = 0e y(07) = 0) temos que: R, = 32- A4 | — 52 —
- s(sAH(s+8) = (—4)(—4+38)
s2Y(s) + 125Y(s) + 32Y(s) = — 37. 32
\) R3 — M |S=—8 — =1
Isolando Y(s), temos: s(s + 4)(s4+-87) (=8)(=8+4)
392 39 E entdo:
Y(S) — —
s(s2+ 125 +32)  s(s+4)(s + 8) Y(s) 1 2 |
§) = —

- +
Expandindo Y(s), teremos: s (s+4) (s+9)

32 R, R, R, E entdo finalmente:
Y(S) — — — -+
s(s +4)(s + 8) s (s+4) (s+98) (1) = (1 —DeH 4 e—8f) u(t)

Encontrando os residuos:

Sinais & Sistemas I Prof. Fernando Passold
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EXPANSAU EM FRAQUES PARCIAIS CASU DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

2 2
Exemplo: F(s) = = 1
S (5) s3S+5524+85+4 (s+ 1)(s+2)? (L)

» O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2.

> A expansao em fracOes parciais de (1) rende:
R, R, Ry

>
P =i er2? 6306322 o2 @

» R, pode ser encontrado como ja realizado antes:

P 2(s A1) - 2 B
L D5 +22 =1 (=142)2
> R, pode ser calculado, multiplicando-se a eq. (2) por (s + 2)?, o que leva a:
R
= (5 +2——+R,+(s+ 2R, (3
G D) ( )(s+1) » +( Ry (3)
2
R, = — (s + 2)° —(s+2)R
2=y U TR
e depois fazendo s = — 2, o que leva a:
2 R,
R, = — (= + (= R,=-2
(=241 M(_ZH)) ( ’

> Mas para determinar R5, necessitamos diferenciar a eq. (3) em relagio a s:

0 2

(s+1)

(=1) ~2

TG+ +12

(2s + 4)(s + 1) — (.s + 2)2

o0 (s+2)21'e1 . [@s+4) (s+2)2 _
os| G+ | Y s+ +n2| !
_h _(2S2+6S+4)—(S2+4S+4) _h _52+25_
- (s + 1) o s+ 1)2

0
E[(s+2)R3] =1-R;

Juntando a expressao com as 3 derivadas da eq. (3):
-2 (s+2)s
— Rl + R3
s+ 1) (s+1)?
B -2 (s+2)s
ST s+ 12 (s+1)2 !

fazendo-se s = — 2, teremos agora:

-2 g/}ﬁj‘)(—z) -

ST T T (2

» Finalmente:

>
) = e -

2 B 2 B 2
s+1) (+2)2 (s+2)

(s + 1))

s(s + 2)
Hs+1)2

19



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

2 2
3+5524+8s+4  (s+ 1)(s+2)2

» Exemplo: F(s) =

(1)

» O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2.

> A expansao em fracOes parciais de (1) rende:
2 R R R
L 2 3

F(s) = = +
s+ D(s+2)72 G+1) +2)2% (s+2)

» Encontrando os residuos temos:

2 2 2 2
F(s) = —
s+ D(s+2)72 +1) (+2)2% (s+2)

» Consultando-se uma tabela de transformadas de Laplace,

temos entao que:
f(t) =2e" —2te™? — 2™

# QObs.

1.

2.

3.

Impulso

Degrau
Reta
Polinbmio
Exponencial
Sendide

Cosseno

J(®)

o(t)

A - u(?)

A -t u(r)

t" - u(r)

B-e . y(r)
sin(wt) - u(t)

cos(w?)u(t)

SR )~

20



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

, Exemplo: F(s) = _ - (1) > Mas para determinar R5, necessitamos diferenciar a eq. (3) em relac¢io a s:
s34+ 5524+8s+4 (s+ 1)(s+2)? ol 2 - (-1 =2
> O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2. Js :(S + 1) _ (s + 1?2 (s+ 1)
2 2 ] ' 2 |
> A expansao em fra¢Oes parciais de (1) rende: 0 | +2R, =R, (25 +4) — (s+2) =R, @Cs+Ds+ 1D —-6+2)
) R, R, R, ds | (s+1) (s+1) (s+1) (s + 1))
F(s) = = + >+ (2) T i i § T . i
(s+D+2)7 s+ (s+2)* (s+2) _ e | @6+ (P HAs D | | SSH2s | [s(5+2)
1 (s + 1) N s+ T s+ 12
De forma geral: ] - : - :
N N
Se F(s) = &) _ &) . ent3o: —|[(s+2)Rs| =1+ Ry
D(s) (s +py(s +p)-(s +p,) Js
R, R, R, R.. R, Juntando a expressao com as 3 derivadas da eq. (3):
F(s) = -+ o+ + L (1) ) (s +2)
(s+p) (s+p)! (s+p)  (s+p) (s +py) - TP R 4R,
Para encontrar K, até K, temos que primeiramente multiplicar a eq. (1) por (s + p,)". (s+1)2  (s+1)
obtendo F,(s) que é: ( e R, = ( —21)2 B Es -+ ?i; R,
s+ p) N(s s + s +
Fy(s) = (s + ) F(s) = -
(s+p)i(s+py)-(s+p,) fazendo-se s = — 2, teremos agora:
Fll(eS) =R, + gs +pR, + (s +p£)2R3 + ...+ G+p) 'R+ b -2 - (=2+7)( - 2)R _
4 4108 + ) +...+K”(S+p1) | 3 (=2+41)2 (=24 1) I
(s + po) (s + pu) |
E entdo os residuos s3o calculados na forma: > Finalmente: , , ,
1 d—F _ -
K =— AR a0l =1 F(s) = > = - =
(i—1)! dsi-1 =P s+ 1D(s+2) s+1) (+2) (s+2)




EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

3
E lo: F(s) = 1
> Exemplo: F(s) s(s2+2s+5) D

cujas raizes resultamem: s =O0es=—1=x;2

A expansao em fracOes, neste caso, fica:

=14 2
s(s2+2s+95) s (s24+2s+5) )

R pode ser encontrado da forma usual e resultard em R, = 3/5:

35 3

Rl - 9) |s=0
S(s*+ 25+ 95) 5

Ja R, e R; sdao encontrados, multiplicando a eq. (2) pelo menor

denominador comum (s(s* + 2s + 5)):

3-5(s2425F5)  3-x(s7+25+5) +(R25+R3)-Sw+/5)
S(s24+25F35) 5% (s24+25F75)

Sinais & Sistemas I

>> roots([1 2 5])

3
-1 + 2
3 6 3 .
3=552I SSI5-5+R252+RIS -1 - 21

3 (6

Comparando os termos:

3 (6

3 - 3/5 N (—=3/5)s+ (—6/5)
s(s2+2s+5) s s24+25+5

3/5 3 s+ 2
F(s) =
s 5\s24+2s+5

Finalmente: F(s) =

Prof. Fernando Passold 22



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

. Exemplo: F(s) = 3 (1) » Adaptando ao NOsso caso, temos:
s(s2+ 25 +5) F(s) 3/5 3|G+1)+(1/2)(2)
§) =
cujas raizes resultamem: s = 0es = — 1 =2 s 5] (s+1)2+22
» A expansao em fracoes, resulta: » Consultando uma tabela de transformadas:
F(s) 3 3/5 (=3/5)s+(—6/5) 33 _ | 1 '
S) = — : — o —q]
s(s2+ 25+ 95) 0y s24+25+5 S 5 5 ¢ _COS(Zt) i ) sin(21) _
F(s) 3/5 3 s+ 2
§) = :
s S5\s?24+25+5 o

33
o) == 5\/ 12+ (1/2)% ™ [cos(2t — )

Com base em relagoes trigonomeétricas, pode-se escrever:
onde ¢ = arctan(1/2) = 26,57, ou:

) = S \ /1% + (1/2)ze_t<;0082t + ;sin%)
J 3 V 12+ (1727 V12 +(172) f(t) = 0,6 — 0,6 - 1,118¢~"cos(2t + 26,57°)

onde: (1) = 0,6[1 — 1,118¢~"cos (2t + 26,57°)]

cosp = 1/4/ 12 + (1/2)? e singp = (1/2)/1/ 12 + (1/2)?

Assim:

3 5 -
(1) == — s 12+ (1/2)%e (cosgbcosZt + smqbs1n2t)

Sinais & Sistemas I Prof. Fernando Passold
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EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

> Exemplo: F(s) = 3 (1) » Adaptando ao NOSso caso, temos:
s(s2+2s +5) Fs) 3/5 3[(s+ 1)+ (1/2)(2)
g) =
cujas raizes resultamem: s = 0es = —1 £ ;2 s 51 (s+1)2+422
> A expansao em fragoes, resulta: » Consultando uma tabela de transformadas:
E(s) 3 3/5  (—=3/5)s+ (—6/5) 3 3 t' 1 ]
S) = — : — — .
s(s?2+2s+5) S s2+ 25+ 5 J(1) 5 3 e _COS(Zt) + > sm(2t)_
E(s) 3/5 3 s+ 2
§) = .
s S5\ s24+25+5 > Ou: . s
= 12+ (1/2)%e™ 2t —
» O ultimo termo envolve a transformadas de Laplace de uma Uo 5 5 \/ +(1/2)ye [COS( ¢)]
funcdo exponencial que amortece um cosseno e um seno: onde ¢ = arctan(1/2) = 26,57, ou:
A + — o . —1 0
F{Ae—icos(wr)} = (s + a) fH)=06-06-1,11 E%e cos(2t + 26,57°)
(s + a)* + w? f(1) = 0,6]1 — 1,118e"cos (21 + 26,57°)]
< {Be “”sin(a)t)} = b
(s + a)? + w2 0.6 (1-1.118 exp(-1) cos(2 ++0.46365))

A(s+a)+ Bw
(s + a)? + w?

< {Ae“”cos(a)t) + Be _‘”sin(a)t)} —




Comandos Matlab:

L = 1118 cos(2¢ + 0.46365) —____

F(s) =

s(s2+ 25 + 5)

f(1) = 0,61 — 1,118e"cos(2 + 26,57°)|

>> atan(1/2)

ans = 0.46365 % (rad)

>> ezplot('1-1.118%exp(-t)*cos(2*t+0.46365)", [0 6])
>> hold on

>> ezplot('1-1.118%exp(-1)', [0 6])

>> ezplot('1.118*cos(2*t+0.46365)", [0 6])

>> axis([0 6 -1.2 1.5])

1.5

1

05

-0.5

1.118 cos(2 t+0.46365)

.
ne®
“““
we®
a?
.
.
«*
.
.
.
“
o*
-

/

0 TT—1.118c0s(27 + 0.

46365)

|

—~ W

6



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

» Qutra forma de resolver: 3 3 N (14D o (1
1) = 2_|_1e(+])t_|_2_1e(1]2)t
f) =< =25 (2 +j1) 2 —j1) ]
F(s) = - . . . AN T
(5) s(s2 425 +5) (1) = 3 ie—r 4< e/ + e_]zt) N 2( e/ + szt)
5 20 2 o
Raizes de (s* 4+ 25 + 5) sdo s = — 1 * j2, entdo: - -
3 3 1
F(s) = 3 _ Ry R, | Ry (1) = - e"(cosZt + Esin2t>
s(s2+2s+5) s  (s+1+4+,2) (s+1-—52)
3 3
o ¥ .3 ) = \/ 12 4+ (1/2) (cos2z — )
b (2425 +5) =0 5 > 3
3 3 onde: ¢ = tan"1(1/2) = 26,57°.
2S5+ 1—52) =12 = 7 g D

R; € o conjugado de R,.

3/5 3 241 2 —jl
F(s) = — .
S 20\s+1+72 s4+1-;2

Lembrando relagoes trigonomeétricas:

Sinais & Sistemas I Prof. Fernando Passold



USANDO MATLAB

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde:

N(s b s"+b, s" '+ .. +bs+b R, R R
) _ D ] S Fot—— +— 1+ k(s)
D(s) as"+a, s"1'+...+as+ay s-—p, S—py  S—P;

» Parametros de entrada:
N é o vetor que contém os coeficientes de N(s),
N=1b,b,_,...b;byl;
D é o vetor que contém os coeficientes de D(s),
D=laa,...aayl;

» Parametros de saida:
R € o vetor que contém os residuos, R = [R R, _...RRy];
P é o vetor que relaciona os pélos (raizes de D(s)),
p = PuPp_1---P1Po);
e k corresponde ao (eventual) polindmio resultante (quando
grau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]).

Exemplo;: F(s) =

>> N=2:
>> D=[1 3 2];
>> [R,p,k]=residue(N,D)

s24+3s+2

2 2

(s +2) i (s+1) |
>> roots(D)

27



USANDO MATLAB

" Exemploy: F(s) =

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde:

N(s)  b,s™ + b, _s" L+ ...+ bs+ b, R R, R,

n

= = + ...+ + + k(s)
D(s) as"+a,_s"'+...+as+ay s—p, S—p, S—py

» Parametros de entrada:
N é o vetor que contém os coeficientes de N(s),
N=1b,b,_,...b;byl;
D é o vetor que contém os coeficientes de D(s),
D=laa,...aayl;

» Parametros de saida:
R € o vetor que contém os residuos, R = [R R, _...RRy];
P é o vetor que relaciona os pélos (raizes de D(s)),
p = PuPp_1---P1Po);
e k corresponde ao (eventual) polindmio resultante (quando
grau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]).

2
s3+ 552+ 8s+4

>> N=2;
>D=[1 5 8 4]
>> roots(D)

ans =
-2
-2
-1
Ou seja:
. 2 __R R, R,

s+ D(s+2)2 (s+1) o (s + 2)2 N (s+2)
>> [R,p,k]=residue(N,D)

R=
-2
-2
2
p =
-2
-2
-1
K =
[
Ou seja:
2 2
i) = —

G122 12  GiD
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USANDO MATLAB

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde:

N(s)  b,s™ + b, _s" L+ ...+ bs+ b, R R, R,

n

= = + ...+ + + k(s)
D(s) as"+a, s"1'+...+as+ay s-—p, S—py  S—P;

» Parametros de entrada:
N é o vetor que contém os coeficientes de N(s),
N=1b,b,_,...b;byl;
D é o vetor que contém os coeficientes de D(s),
D=laa,...aayl;

» Parametros de saida:
R € o vetor que contém os residuos, R = [R R, _...RRy];
P é o vetor que relaciona os pélos (raizes de D(s)),
p = PuPp_1---P1Po);
e k corresponde ao (eventual) polindmio resultante (quando
grau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]).

3
s(s2+ 25+ 95)

Exemplos: F(s) =

>> N=3;
>D=[1 2 5 0]

= >> roots(D)

ans =
0+ Oi
-1 + 2
-1 - 2i
Ou seja:
F(s) = ) oL, e

= +
s(s2+2s+5 s  (+14+52) (+1-j2)

>> [R,p,k]=residue(N,D)

R =
-0.3 + 0.15i
-0.3 - 0.15i
0.6 + Oi
p:
-1 + 2l
-1 - 2l
0+ Ol
k:
[]
Ou segja:
_3/5 <(3/10)+j(1,5/10) (3/10)—j(1,5/10)>
F(s) =— — . + ;
) s+ 1452 s+1-—;2
F(s)=£— 3( 2+]1. N 2 Jl. >
S 20\s+1+;2 s+1-;2
6 3 (5 — 15 B 1,5

9 ) 9

0 5 100 10

29



USANDO MATLAB

» Funcao: 'ilaplace(F)' :
retorna a Transformada Inversa de Laplace de F. Por padrao, a varidvel independente é s e a variavel transformada é t. E esperado que

F contenha a variavel s do tipo ‘syms’, caso contrario, 1 lap lace usara a funcao symvar para avaliar a expressao F.

» Exemplos:

Fs) s+ 3s+2

>> roots([1 3 2])
ans =

-2

-1
>> SYyms S
>> F=2/(s"2+3"s+2)
F —
2/(s"2 + 3*s + 2)
>> f=ilaplace(F)
f =
2" exp(-t) - 2" exp(-2™t)
>> pretty(f)
2 exp(-t) - exp(-2 t) 2

>>
(@) = 2¢™" — 27

» Exemploy:
2

F(s) =
s+ 552+ 8s+4
>> roots([1 5 8 4])

ans =
-2
-2
-1

>> SYyms s

>> F=2/(s"\3+5*s"2+8*s+4);
>> f=ilaplace(F);
>> pretty(f)

2 exp(-t) - exp(-2t) 2-texp(-21) 2

>>
V() =2e' — 27 — e

» Exemplos:

F(s) =

3

s(s2+2s +5)
>> roots([1 2 5 0])

ans =
0+ Oi
-1 + 2l
-1 - 2l
>> Syms S

>> F=3/(s"3+2*s2+5"s);
>> f=ilaplace(F);

>> pretty(f)
/ sin(2 1) \
exp(-t) | cos(2t) + -------- | 3
3 \ 2 |/
5 5
>>




+ EXEMPLOS

» Seja a func¢ao transferéncia de um sistema dado por:

3
G(s) =

; encontre sua resposta quando o

52+ 7s+ 10

mesmo é submetido a uma entrada degrau.
» Solugdo:
Y(s) = U(s) - G(s)

3 s+ 3
Y(s) = =
s34+ 752+ 10s  s(s2+7s + 10)

Cujas raizes estdoem: s = 0, s = —2es5 = — 3.

A=b’—-4ac=49—-4-1-10=09

 —bEyA T3
24 21

Entdo Y(s) pode ser re-escrito para:

S

s+ 3 s+ 3
Y(s) = =
s34+ Ts2+10s  s(s+2)(s +5)
R R R
Y(s) = L = ] &
s SsS+2 s4+5
Encontrando os residuos:
S(s + 3) 3 3
R, =F(s)s| _, = | g = =—=0,3
S(s+2)(s+)) 2)(5) 10
B _ (sA47)(s+5) B | 1
Ry=F(s)(s +2)|,_, == TGS = BT 0,16667
R, = F(s)(s 4 5)|_ . = STAD - 013333

=5 5(s 4+ 2)(s+5) = = (=5)(=3) 15

()@ (3)m
Y(s) = —
10/ s 6/)s+?2 15/ s+5
_ i o l -2t i -5t
- (3)- (G- (2)
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Sinais & Sistemas I

+ EXEMPLOS

» Seja a fungao transferéncia de um sistema dado por:

s+ 3
G(s) =
s2+7s+ 10
mesmo é submetido a uma entrada degrau.

; encontre sua resposta quando o

Usando Matlab:
>> N=[1 3];
>> D=[17 10 0];
>> roots(D)
ans = >> SYMS S
>> Y=(s+3)/(s"3+7"s"2+10"s)
>> y=ilaplace(Y);
- >> pretty(y)
>> [R,p,k]=residue(N,D) 3 exp(-5t) 2 exp(-2t)
=
-0.13333
-0.16667
0.3
p =
-5
-2

s+ 3

s+ 3
Y(S) — —
s34+7s2+10s  s(s+2)(s +5)
R R R
Y(s) = L 2 &
S s+2 s+5
Encontrando os residuos:
S(s + 3) 3 3
Ry = F(s)s|,_, = | = = — =10,3
S(s+2)(s+5) 2)(5) 10
B B (s4+2)(s+5) B 1 o l o
R, = F(s)(s +2),__, =~ T TS |, = e 0,16667
Ry = F(s)(s+95)| = (s + HsAS5) 2 —i = —0,13333

=75 s(s + 2)(s43) =5 = (=5(=3) 15

/3N /1) 1 >\ 1
©=(5)7(5)2 ()
S 6/)s+2 15/ s+5

Prof. Fernando Passold
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(?) para:

Y(s) = s+ 3
VT G+ 22+ 5)

» Solucao:

Neste caso:
R, | R, | R; | R,
s (s + 2)2 s+2  s+5
+ 3 3 3
- 5(s + 3) = _ > 015
- S(s +2)2(s +5) °° (4)(5) 20

(s42)(s + 3) ‘
s(s+2)(s +5) =
1 1

=06 T

Y(s) =

R, = sY(s) |

Ry, = (s + 2)?Y(s) =

d
R, = — (s +2)%Y(s)| | __,

d| s+3

| oS5+ 5)—(s+3)(2s+ )
ds|s(s+5)| =2

[s(s + 5)]? $==2

7
Ry = —— = —0,19444
36

(s + 3)s+5) -2

2
Ry=(s+5)¥(9) ;s =+ 5122645 |5 = 50 -5 0,044444

(@) (&) G (5)

Y(s) = — + | —

20 ) s 36 ) s+ 2 6/ (s+2)> 45 ) s+ 5
— : l —2t _ l —2t i —5t

=55 (36)6 (6)te +(45)€
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(?) para:

s+ 3
Y(s) =

s(s + 2)%(s + 5)
» Solucao:

Usando Matlab:
>> N=[1 3];
>> D=poly([0 -2 -2 -5]);
>> [R,p,k]=residue(N,D)
==

0.044444

-0.19444

-0.16667

0.15

p:

K =
[

>>

inats 1stemas

d| s+3 " _S(S+5)—(S+3)(2s+5)‘
ds|s(s+5) =2 [s(s + 5)]? §=2

7
R; = = — 0,19444
36

(s +3)s4+35) -2 2
>>Syms S Ry=(+3)Y()| _ = e = 7 = — = (,044444
>> Y=(s+3)/(s*(s+2)A2*(s+5)) (s + 27(s45) (=50©) 45

Y = 3\ 1 7\ 1 1 1 2\ 1
(8 +3)/(s7(s +2)"2%(s + 5)) "=1{20)5 " \36 s+2 \6 (s+2)2+ 45 ) s+5

>> pretty(Y)

3 7 1 2
------------------ y(1) = — e - = Jte ™+ — )™
20 36 6 45

sS(s+2) (s+5)

>> y=ilaplace(Y);

>> pretty(y)
exp(-5t) 2 exp(-2t) 7 texp(-2t) 3
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+ EXEMPLOS

> Encontre f(¢) para: Ry =R}=0,1+;0,2
s+ 3
F(s) = 0,2 0,1 —;0,2 0,1+7;0,2
(5) (s +5)(s?2+4s+5) F(s) = — + / + /

s+5 s4+2-—j s+2+]

» Solucao: | |
g ft) = =0,2¢7"+ (0,1 —j0,2)e*" + (0,1 +j0,2) e ="

>> roots([1 4 5])

ans = - - L . o
-2 + 1i f()=—-02e>" +e 2t[0,1(e]t+ e ”) —]0,2(eﬂ— e ﬂ)]
-2 - 1i - | | | -
Jt + —Jt Jjt =t
s+ 3 f) = —02e7 4+ e 025 F ) g ale =€)
F(s) = 2 j2
S+3)E+2—))s+2+)) ) )
R R R f(1) = 0,2¢7" + e7%(0,2cost + 0,4sint)
1 2 3
F(s) = + -+ .
s+5 s+2—-j s+2+4] ) = 0,26—5t+e—2t\/0,22+O,42008(t+¢)

R, = (s+5)F
1=+ 5)F(s) |5 f() = — 0,27+ 0,44721e~#cos(t + ¢)

R =0G6+2-7)F(s)| . .
» = ( J) ()s_—2+] ¢=tan_1<o’2>=6340 Lembrando que:
Ry=(s+2+)DF)|__,_ =R} , el? 4 oI
! ——————— = Ccos/
S +
R, = =—0,2
1 S2+4S+5|S=_5
o s+3 | - —24j+3
NS H2+)) T (=24 j45)(=2+j+2+))
R,=0,1—j0,2
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+ EXEMPLOS

» Encontre f(¢) para: R; = R2* =0,1+,0,2

s+ 3
F(s) = 0,2 0,1 —-;0,2 0,1+ ;0,2
(5) (s +5)(s2+4s+5) F(s) = — + / — 4 / :
s+5 s+2-—j s+2+4

f(t)=—02e7"+ (O,l —jO,Z)e(_erj)t + ((),1 _|_j0,2)e(—2—j)t

> Solucao:

>> roots([1 4 5
f1) = = 02¢75 4+ &710,1 (' + e71) = j0.2 (e — e |
Ke/? Ke™ %

(ol 4 o jt _ =ity
1) = — 0265 + =21 0.2 26 ) 104% ,26 )
j

' — _ ~5t 4 -2t -
s+2—j) ((+2+)) f(H)=02e""+e (O,ZCost + O,4smt)

— Kelte=2=Dt 4 Ke=ite—CH1 f(t) = 02¢7% + e—zf\/ 0,2% + 0,4%cos(t + ¢)
— Ke_Zt [e](t+¢) e_](t+¢)]

f(H) = — 0,274+ 0,44721e*'cos(t + )

[ej(H‘Qb) + e—j(H‘Cb)] 0.
¢ = tan™! <O_:1) = 63,4°

= 2Ke % i
= Me~*'cos(t + @)

= Me % cos(wt + ¢)
K=|R|=|R| = \/0,12 +0,22 = 0,224

¢ = 2K = tan—1(0,2/0,1) = 63,4
M = 2K = 0,448




TABELA

(AUMENTADA) DE

TRANSFORMADAS

DE LAPLACE

-0.1

Obs. (1) F(s)
Impulso o(1) 1
|
Degrau A - u(r) A-—
)
Degrau com atraso no tempo u(lt—t) ——
f() a
B I=e" I
Pulso retangular (duracao 7)
)
A
Rampa (reta) A-t-u(t) -
)
_ T I 2
Funcao Quadratica — — 4
2 S3 2
il 0o 2 4
Polin6émio t" - u(t) :
s+ 1 ) 2 exp(-t)
. _( -t) B
Exponencial B-e Y u(r) :
s+ a
. Tempo X exponencial te™" A
(s + a)? g
. t° exp(-t)
t2 e —at < 1
(s + a)’ s
. e 1 o 1 R
10. Exponencial assintética — (1 —e ) t
a S(S + a) t-(1-exp(-2 t))/2
g dt a 5
[ — 2
a s2(s + a) 1
Cl2 0
| —e ¥ — ate
S(S + Cl)2 . (- 2t)exp(2t)
(1 —at)e™ ” 0
(s + a)?

0

0.8
0.6
0.4
0.2

0

2 t exp(-t)

N

0 2 4 6

t

1/2 (1-exp(-1/2 t))




(AUMENTADA) DE
TRANSFORMADAS
DE LAPLACE

1t

0.5

# Obs. Ji F(s)
. 0,
11. Sendide sin(wt) - u(r)
s2 + w?
12. Cosseno cos(wt)u(t) 5 - 5
exp(-1/§ t) s-i|n_(2(7)r0t)

13. Senoide amortecida

14. Cosseno amortecido

W 1) @,
0.5 @ J
0 (s+a)3+ w3
05} exp(-1/2 t) cos(2 = t) .

0 2at

4 1 B
e cos(wi
° + wg

t

o , o —aB . Bs + C
15. Oscilacao amortecida e Beos(w i) sin(w t)
w, (s+ a3+ w3
1 8in@ = t)+(1/x) cos@ 1) 16. Oscilacao amortecida Me™"¢cos(w it + ¢)
N _
2
0 | . - C —aB Bs+ C
2 exp(-0.3 2 = t) (sin(2 « t)+(1/7) cos(2 = t))
N | 15[ ' | | M = B 2 + > )
: 1 \ W, (s +a)? + w3
0.5}
0.
05 | C—aBb
0 05 2 ¢ = — atan = — atan2(C — aB, Bw,)
t Ba)d
(@ =)/sqrt(1-0.3%) exp(-2 7 0.3 1) sin(2 = sqrt(1-0.3%) 1) i )
4 j : / 5 @2
17. —e ~-?’sin a)\/(l — )t
2 B _ | 52+ 2lws + w?
1-(1/sqrt(1-0.3%)) exp(-2 = 0.3 t) sin(2 = sqrt(1-0.3%) t+1.2661) 0 - ~
I I 2 1 cawt / CZ ¢ 0")2
18. % 1' b— —= e ““sin a)\/(l — )t +
t V1-2 _ | s(s2 + 2lws + w?)
. | (para { = cos@) (para { < 1)

0
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(?) para:

Y(s) = s+ 3
VT G+ 22+ 5)

» Solucao:

Neste caso:

R, R, R;

R,

=t s T2 s

S(s+3)

R, = sY(s) |

(sA42)(s + 3)

Ry = (s +2)°Y(s) =

+5

s(s4+2)(s + 5)

d
R, = — (s +2)2Y(s)| | __,

‘S=—2

3

=0 " w5+ 2)%(s + 5) =0 = BHG5)

20

0,15

sS(s+5)—(s+3)2s+5)

d| s+3 ‘
[s(s + 5)]? =2

ds | s(s+95) =2 =

7
R3 — — 0,19444
36

+3 -2 2
Ry=(s+5Y(s)|,_ = (4 IsA475) — = 0,044444

s(s + 2)2(s4+5) =5 = (—5)9) 45

@) (%) Ger (&)
Y(s) = — + | —

20 /) s 36 ) s+ 2 6/ (s+2)> 45 ) s+ 5
3 (L)e_zt_ <l)t€_2t+ (i)e_y

20 36 6 45

y(1) =
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(?) para:

s+ 3
Y(s) =

s(s + 2)%(s + 5)
» Solucao:

Usando Matlab:
>> N=[1 3];
>> D=poly([0 -2 -2 -5]);
>> [R,p,k]=residue(N,D)
==

0.044444

-0.19444

-0.16667

0.15

p:

K =
[

>>

inats 1stemas

d| s+3 " _S(S+5)—(S+3)(2s+5)‘
ds|s(s+5) =2 [s(s + 5)]? §=2

7
R; = = — 0,19444
36

(s + 3)s -2 2
>> SYymS S Ry=(+3)Y()| _ = 5475) — =0,044444

|S=—5 ~ —
>> Y=(s+3)/(s*(s+2)2*(s+5)) (s + 27(s45) (=50©) 45

Y = 3\ 1 7\ 1 1 1 2\ 1
(8 +3)/(s7(s +2)"2%(s + 5)) "=1{20)5 " \36 s+2 \6 (s+2)2+ 45 ) s+5

>> pretty(Y)

3 7 1 2
------------------ y(1) = — e - = Jte ™+ — )™
20 36 6 45

S(s+2) (s+5)

>> y=ilaplace(Y);

>> pretty(y)
exp(-5t) 2 exp(-2t) 7 texp(-2t) 3
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REVISANDO A FUNCAO TRANSFERENCIA

» Um sistema de n-ésima ordem, linear, invariante no tempo, pode ser descrito pela equacao diferencial:

d"y(1) d"'y(1) dy(1) d"'r(1) d"'r(?) dr(1)
a Fa, ...+ a + ayy(t) = b + b, +...+b + byr(t
Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica

equagoes diferenciais de equagoes

R Transformada Solugdo R

Inversa de Laplace | p,min0 tempo

R Transformada de
Laplace

Domino s
(dominio frequéncia)

Domino tempo

(ansn a "+ as aO)Y(S)z (bmsm b "4+ .. b,s bO)R(S)

m—1

R(s) Y(s) () _ bys" +by 8"+ 4bis+by - ¥(s) = R(s)G(s)

R nt+a,_s"1 4+ as+
(5)  a,s"+a,_ ;s i+ do y(t) = L7 H{Y(s)}
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EXEMPLOS DE USO:

» Ex 1: Encontre a funcao transferéncia para:

dc(t)
+ 2¢(?) = u(?).
dt

» Solugdo:
sC(s) + 2C(s) = U(s)

A funcio transferéncia, G(s), fica entao:

C(s) |
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EXEMPLOS DE USO:

§) =
9O 2ty = uo) 5(8 +2)

A expansao da expressao anterior leva a:
> Solugdo: Cls) = 1/2 1/2
sC(s) + 2C(s) = U(s)

S s+ 2
A funcio transferéncia, G(s), fica entdo: Realizando a transformada inversa de Laplace, encontramos
C(s) 1
G(s) = =

c(?):

1 1
c(t) = e %
(7) > "5

U(s) 542

» Ex 2: Encontre o resultado para c¢(f), quando este

A 05 | Step response
® / . t
sistema ¢ submetido a uma entrada degrau. u)

047 \C(t)zl_le—; 1
» Solugdo:

272
O G(s) €6 !
C(s) = U(s) - G(s) . ,t i Lo
A transformada de Laplace de um degrau é: U(s) = 1/s, oo
entao: { (soconds)
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