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a) Método da Inversao por Divisao Longa

- Expansao em série de poténcias.

- Uma série de poténcias de Z (amostras do sinal a cada instante de amostragem) pode ser obtido pela simples
divisao continua da funcao Z, do polindbmio do seu numerador pelo polinbmio do denominador.

P N(z)| D(z
o = YO (2)] D(:)
(%) N FkT)

- Exemplo: Calcule os primeiros termos da sequencia correspondente a transformacao:
23 — 222 + 22
23 — 322 4+32z—1

Y(z) =

23— 222 422 |z3—3z2+3z—1
—234322-3z2+1 1
122 —1z2+1




a) Método da Inversao por Divisao Longa

- Expansao em série de poténcias.

- Uma série de poténcias de Z (amostras do sinal a cada instante de amostragem) pode ser obtido pela simples
divisao continua da funcao Z, do polindbmio do seu numerador pelo polinbmio do denominador.

N(2) N(z)| D(2)
D(z) i F(KT)2"

F(z)=

- Exemplo: Calcule os primeiros termos da sequencia correspondente a transformacao:

23 — 9222 4+ 922

Y —
(2) 23 — 322 +32—1
23— 222 422 |z3—3z2+3z—1
— 23 +322 -32+1 14+1271
122 —1z+1

12243z -3+ 1271
2z — 24+ 1271




a) Método da Inversao por Divisao Longa

- Expansao em série de poténcias.

- Uma série de poténcias de Z (amostras do sinal a cada instante de amostragem) pode ser obtido pela simples
divisao continua da funcao Z, do polindbmio do seu numerador pelo polinbmio do denominador.

N(2) N(z)| D(2)
D(z) i F(KT)2"

F(z)=

- Exemplo: Calcule os primeiros termos da sequencia correspondente a transformacao:

23 — 9222 4+ 922

Yiz) = 23 — 322 +32—1
23— 222 422 |z3—3z2+3z—1
2343223241 1412714272
122 —1z2+1
—1224+32—-34+ 1271
27 — 2+ 127+

—22 4+ 06— Gz + 9,2
4 — 5zt 42,72




a) Método da Inversao por Divisao Longa

- Expansao em série de poténcias.

- Uma série de poténcias de Z (amostras do sinal a cada instante de amostragem) pode ser obtido pela simples
divisao continua da funcao Z, do polinbmio do seu numerador pelo polindbmio do denominador.

N(2) N(2)| D(2)

F(z) = o~
D(z) Z FRT)2—*

- Exemplo: Calcule os primeiros termos da sequencia correspondente a transformacao:

23 — 9222 4+ 922

Yiz) = 23 — 322 +32—1
23— 222 422 |z3—3z2+3z—1
—22 4+ 322 —-32+1 L+ 1zt 4227244273+ ..
122 —1z2+1
—12°4+32—-3+ 121 Assim:
22 — 2+ 127" Y(2) =142z 1 +2272 +427° 4 ...

—1 —2
—22+6— 62_1 ™ 22_2 Lembrando da definicao da transformada Z:
4—52"" 42z y(k) =11,1,2,4,...}




—Xercicio:

» Determine as primeiras 3 amostras de: F(z) = » 9%

(z—1)(z—0,5)

» Solucao: f(k) =1{0;0,5;0,75;0,875;...} e f(00) =7



b) Método da

—xpansao em Fracoes Parciais

- Requer uso de tabelas de pares de transformadas Z: {f(t) Z, F(z)

|

1
- u(t) u(k) 3 Degrau Unitario
S z
. z
a Z—a
! ! kT L= R
il ampa
32 (Z — 1)2 P
1 z
—at —akT Exponencial
s+a ¢ € z—e—aol P
1 t . Tze o , N
(3 n a)2 te® kT e ¢ (z ~ o —al2 Pdlos MUltiplos
—al
a | _ o—at | _ o—akT 2(1—e %) Exponencial
s(s+a) (z —1)(z — e—aT) Decrescente




b) Método da Expansao em Fracoes Parciais

- Requer uso de tabelas de pares de transformadas Z: {f(t) Z F(z)}

- Exemplo_1) Aplicando este método com o exemplo anterior:

0,52
F(z) = ’
&)= ohE =0
F(z) 0,5 A4 B
z  (z=1)(2-0,5) z2—1 2z-0,5
- 1)0,5 0,9
A= — 1 -F’ A= (z , A= ’ =1
(2= 1) F ()l -1)(—-005)|._ 1-0,5
—-0,5)0,5 0,9
B: _O5F/ B: (Z ’ ’ B: ) — —1
(Z ) ) (Z)’z:O,5 (Z—l)(2—0,5) 2=0.5 0,5—1
F(z) 1 1 < <




Z
! u(t) u(k) Degrau Unitario
S z—1
aF .
Z—a
1 1z
.~ t kT TEEE Rampa
1 z
prt et e~ okT p—; Exponencial
a _
1 at —akT Tze ™ Pélos Multipl
(s +a)? te kT e (z = e_aTTQ 6los Multiplos
a 1 _at —akT z2(1—e ") Exponencial
s(s+a) — ¢ l—e (z —1)(z — e—aT) Decrescente
(z—1)0,5
A= (=D F@la A= o530 T08) Lo A= =]
’ =1 9
—0,5)0,5 0,5
B — L . F/ . B — (Z ) Y B — y — _1
(2—0,5) (Z)’z20,5 - (z—1)(z—0,5) os 0,5 —1
F(z) _ 11 . (2) = 2
z z—1 2z—-0,5 z—1 z-—0,5

S f(kT)=1-1"=1.0,5"=1-0,5"




b) Método da

—Xpansao

« Requer uso de tabelas de pares de transf

- Exemplo_1) Aplicando este método com

0,5z
F(z) = ’
)= DGz =05)
F(z) 0,5 A4 B
z (z—l)(z—0,5)_z—1 z—0,9
- 1)0,5 0,5
A= —]_F/ A= (Z 7 A= , =1
(Z ) (Z)‘zzl (2_1)(2_075) _— 1—0,5
—-0,5)0,5 0,5
B = —O5F’ B = (Z , ’ B = ’ = —1
(Z 3 ) (Z)|z=o,5 (z—l)(z—0,5) v—0.5 0,5—1
F 1 1
2z z—1 2-0,9 z—1 2-0,9

S f(kT)=1-1F—1.0,58=1-0,5"
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Processo

Xpa

de par

G(z) = L
este m (2) (z—0,5) —+z#1
G(z) = F(z)  0,5z71
U(z) (1—0,5271)
) F(2) (1—0,52"1) =U(2)- 0,52
F(z) =0, 5 2 1U(2) +0,5 271 F(2)
A | | |
— z— 1 Prop. atraso no tempo:
) z—1 \ Z{zx(t—nT)} =2""X(2)
A SIETI=0,5u((k — )T]+0,5 f[(k — )T]
Note:
, f[k]=0,5*u[k-1] + @,5*f[k-1];
5 (Z - 075) - F (Z)|z:0,5 ulkT]=1 p/ k >= @; % Def. entrada degrau
f[kT]=0 p/ k < @; % Sist. causal
F( . 1 o 1 ] entao:
A z2—-1 2-05 f[0]=0,5*0 + 0,5*0 = 0;
f[1]=0,5*u[@] + 0,5*f[0] = 0,5*1 + O
f[2]=0,5*u[1] + 0,5*f[1] = 0,5*1 + @
o k f[3]=0,5*u[2] + 0,5*f[2] = 0,5*1 + O
.f(ki[) =1 __()75 \ f[4]=0,5*u[3] + 0,5*f[3] = 0,5*1 + @




Lembrando de Laplace...

- Expansao em fracoes parciais, se fazia:

_ N(s) A B
Fls) = D(s) 8—|—a+s—|—b+”'
7

f(t) = Ae ™ + Be " 4 ...

Assim, para obter-se f(kT) a partir de F(z)
temos que decompor F(z) da seguinte
forma:

F(z) A N B

z z—a z-—25>

para obter-se termos simples na forma:

C; % z—1
> C; ak

<z — Qa

12



Lembrando de Laplace...

Kl KZ Kn
S—Sl S—S2 S—Sn

K=termo constante, quando grau de N(s)=grau de D(s), exemplo:

2s2+4s+5 1 N'(s) 1 4s+9/2
F(s) = =— 4+ — S—
452 + 1 2 45241 2 4s2 + 1

25> +4s+5 |4s*+1
) 1 1
—2s N
2 2
9
4s + —
2
( .
s; = real, entao — .
Casos < ~3 51 " .
s1 = complexo, entao — J 4 J

, (expansao em fracoes parciais)

U(s)

U(s)

F(s)

Y(s)

L S — 85 S — S

Onde §; = complexo.

Se s; = a + jb entdo s = a — jb e teremos:
J

K. K K +K
= J + J , _ - J1 J2
S—Sj S—.Sj S +Cl1S+Cl2

Onde K: e K, a, e a, sao reais.
J1 J2

v

Ks + K,

s+ ais+a,

h 4

+> Y(s)




—Xercicio:

« Obtenha y(kT) a partir de: Y (z) =

y(kT) = 26(k) — 5 + 3(—2)"

z+4

(z—1)(z—2)

14



—Xercicio:

. . _ B z+4
Obtenha y(kT) a partirde: Y(z) = R
Y(z) z+4 _a b C
2 _z(z—l)(z—2)_2+z—1+z—2
a=2z-Y(2)],=0 .. a= 2z +4) oa= 4 =
Vel et e, T ooy
1)V, _ (z-1(z+4) , _
L B e e T =
c=(2—-2)-Y'(z = (z=2)(z+4) : C:L:
( 2)-Y'(2)]=2 .. -DE-2)|_, - @)1 3

z z z—1 z — 2
2z (—H)z 3z

Y = —
<Z) z+z—1+z—2

15



zZ—1 Degray Unitario
1 Z\
— —aQ
52 ¢
1 (2 —1)2 R
B — ampa
S+a e~ —akT
1 - o — E
2 —e—a Xponeng;
(s + a)? t eat — ial
= kT e—akT e
\ 7
2 — e—aT\2 Pdlos Myt
8(5 + Cl) 1 — p—at ¢ — ) tiplos
1 — g—akT Z(1~€ aj)
c=(2—-2)- Y@= V Exponencig
2 D=7 (z—e Decrescente
Y(z 2 —5 3
() _2, (=5)

z z z—1 z-2
2z (—H)z 3z

Y = —
(Z) z+z—1+z—2

y(kT) = 26(k) — 5 + 3(—2)"

y(kT) = {0, —11,7,—29, 43, —101, 187, —389, ...

16



—Xercicio:

. . z+4
- Obtenha y(kT) a partir de: Y (z) =
Y(z) z+4 _a b c
z  z2z—-1D(z—-2) z—l_z—l +z—2
2(z+4) 4
a=2-Y'(2)].,—o .. a= S.oa= — 2
#le=0 G-DG-9)., e
—1)(z+4) 5
= (z—1)-Y'(2)].— c. b= (2 s, b= = -5
Rl - DGE-2)|., D1
—2)(z+4) 6
c=(z—2)-Y'(2)].,0 .. c= (2 . c=—— =3
=2 V)l D=2, 2)(0)
Y 2 -5 3
() 2, (9,
z z z—1 z-=2
2 (—5)2’ 3z Usando MATLAB:
Y(2) = — + + >> k=0:7; % gera vetor com instantes de amostragem
4 z—1 z—2 >> y=-5+3*(-2)."k % gera correspondente vetor y(kT)
y = 2 -11 7 =29 43 -101 187 -389
y(kT) = 26(k) — 5 + 3(—2)" >>

y(kT) = {0, —11,7,—29, 43, —101, 187, —389, ...}

17



Caso de Pdlos Complexos Conjugados

- Suponha que no momento de expandir Y(z) surjam termos como:

Ay Ao
— + — 4+ ...
z—a—738 z—a—+ 3B

Y(2)=...+

Ay € o residuo de p;1 = a+ jf3, entao Ay, = A7 é o residuo de po = p] = a — 0.

Em particular, se:

A1 = (z—p1) - Y'(2)] — M - e

Z:pl
entao

z- Mel? A Me™9?  22M cos(z — a) — 2z8M sin 6
z—p1 z—pf (z — a)? + 52
que pode ser invertido usando a transformada 7 da tabela:

zcost(z —a) — zBsinf
(z —a)? + 2

Z{e " cos(wt —0)} =

aT

onde: a« = e “" coswT; e

B =e LsinwT

Ref.: Van Landingham, Hugh F., Introduction to digital control systems, Macmillian Publishing Company, New York, 1985.



Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

—XEerCICIOS
1) Para F(z)= 5 ;sm w? 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
2?2 —2coswT'z
T T T
a) T W b) 2w °) 6w

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta
acontecendo?

19



B o Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}
—XEerCICIOS

inwl’
1) Para F(z)= o 222)2 ZTz 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
T T T
r="1pnr="1 T="
2 W ) 2w e ¢ Ow

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

Solucao:

| teremos:

Pz) = Z - sin (M %)
22 — 2cos (w- ?) +1

Quando|a) T =

Mas o que aconteceu aqui?

20



Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

—Xercicios

inwl’
1) Para F(z)= o ;2}2 ZTz 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
T T T
r="1pnr="1 ="
2 W ) 2w e ¢ Ow

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

=4 fs:; (f:%>

como: w = 27 f teremos entao que:

Note o seguinte:

Quando a) T' = z, teremos: Quando|a) T' =
w

Z - sin (M &%)

Solucao:

S

w 27
22 —2cos M-1>—|—1 s yd
75 Ou seja, significa que a senoide esta sendo amostrada numa
B P MO freqUénCia duas vezes maior que a sua (teorema de Amostragem:

F(z) = Nyquist!), mas...

2?2 —2cos(m) + 1 . )

se substituirmos valores a expressao de

F'(z) =0 7 {F(2)} = f(kT) = sin(wkT)
Mas o que aconteceu aqui? lembrando que: T = T

“ s

f(kT) se transforma em: f(k7T) = sin (;/k}—/) = sin (k - )

21




—Xercicios

inwl’
1) Para F(z)= o 222)2 ZTz 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
a)T:z b)T:1 ¢ C)T:1
W 2w Ow

Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

Note o seguinte:
1
Quandoa)T:E =N fszf (f:_>
w /I8

como: w = 27 f teremos entao que:

OU seja, significa que a senoide esta sendo amostrada numa
freqUéncia duas vezes maior que a sua (teorema de Amostragem:
Nyquist!), mas...

se substituirmos valores na expressao de

Z ' {F(2)} = f(kT) = sin(wkT)
lembrando que: 1" = T
W s

f(KT) se transforma em: f(kT) = sin (;/k};) = sin (k - 7)

que graficamente resulta em:

ou seja:

A senoide esta sendo
amostrada justamente nos
instantes em que passa por

amplitude zero.
1

y(kT)

N = O )

08f
0.6}
04l /
0.2

Ay
/| —e y(KT)|

T

!
0.2}
0.4}
0.6}
0.8}

-1

Tte.

0 0.5

1.5
22



Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

—Xercicios

zsinwl’

1) Para F(z)= PRy obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
W 2w Ow

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

Solucao:
Quando|b) T = " | teremos:
2w
z-sin (w5
F(z) = )

22 — 2cos (M %) +1

1

F(z) =

22 +1
Que resulta no vetor (sequencia):

f(kT) ={0,1,0,-1,0,1,0,—1,...}

23



Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

—Xercicios

inwl’
1) Para F(z)= o 222)2 L:)Tz 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
T T T
r="|lhyr==1 T="
2 W ) 2w e ¢ Ow

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

SO|U(}&~IO' Que resulta no vetor (sequencia): N(z) ’ D(z)
4 F(z) = N(z) Z_% &

Quando|b) T = o teremos: D(2) Zf(kT) Lk
F(z) , N P sl 3 b Ty

Z —2COS(M-2—)—|—1 0 1

o ! +z 7t 278

F(z) = ZWO —

22 — 2cosr/2) + 1 e
F(z2) = “ 0—2z°

22 +1 _ B B

f(kT)=14{0,1,0,—-1,0,1,0,-1,...}

24



Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

—Xercicios

zsinwl’

1) Para F(z)= PRy obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
T T T
2 W ) 2w e ¢ Ow

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

o\ Desta vez note 0 seguinte:
Que resulta no vetor (sequencia): — 200 1
N(z) | D(2) Quandolb) T'= 57 Js= (f T)
S . como: w = 27w f teremos entao que:
> J(kT) -z pow 20
k=0 S x -
. | 22 41 Entao, neste caso, a senoide esta sendo amostrada numa
1 ] 3 s . frequéncia 4x maior.
—2—2_1 Z ~—%2 "+2 "=z +...| Lembrando de:
YT, s Z7 {F(2)} = f(kT) = sin(wkT)
0+ 23 f(kT) se transforma em: f(k7T) = sin (;/ki) = sin (k7 /2)
—z73 —7° QM
0— 27"
f(kT) — {O, 1,0,—1,0,1,0,—1,.. }

25



—Xercicios

inwl’
1) Para F(z)= o 222)2 L:)Tz 1 obter f(kT) pelo método da divisao polinomial quando:
T T T
r="|lhyr==1 T="
2 W ) 2w e ¢ Ow

Note: F(2) = Z {f(t) = sin(wt)}

Demonstre graficamente os resultados e realize uma comparacao. Que esta acontecendo?

Desta vez note o seguinte:

Quandob)Tzi =N fSZZ?w (f:l>

2w T

como: w = 27 f teremos entao que:

=222y

™ yd
Entdo, neste caso, a sendide esta sendo amostrada numa
frequencia 4x maior.
Lembrando de:

Z ' {F(2)} = f(kT) = sin(wkT)
f(kT) se transforma em: f(kT) = sin (}Jk%{) = sin (k7 /2)

f(kT) = {0,1,0,-1,0,1,0,—1,...}

1

0.8}
06F
0.4} /

02}/

O 1

a7

0.2}
0.4}

-0.6+
y(kT) = sin(kr/2)

s Ol WD~ O

sin(0mw/2) =0

sin(r/2) =1 5
sin(Zm /%) = 0
sin(37/2) = —1
sin(47/2) =0
sin(bmr/2) =1

1.5

26



Arquivo dos graficos: >> exercicio_seno.m

1 s Y~ , N
7% simulando uma senéide sendo amostrada a diferentes frequencias sl F | % g1 %
clear all; 0.6}
close all; 04l /
f = input ('Entre com a freq. da senoéide [Hz]: ? '); ool
fs = input ('Entre com a freq. de amostragem [Hz]: ? '); . \ !
5 3
ciclos = input('Quantos ciclos mostrar da onda senoidal ? '); o '
- eer \ P ()
if ciclos < 0 \ ;e k)
0.4} ‘ ;
ciclos = 1
06}
end \ ;
: * ~ -0.8+ K
% T =1/f t final =p * T, entao: |
. . .. -1 . S .
t_final = ciclos/f; % dominio tempo, em segundos 0 0.5 1 15

f_aux = 500*f; % freq. de amostragem simulagéo sinal continuo (500 pt/ciclo)
T_aux = 1/f_aux; >> pxercicio 8eno

Entre com a freq. da gentide [Hz]: 2 |

plot( t, y, 'b--') % plotanto sinal analégico ("continuo”) Entre com a ﬁ‘eq. de amogtragem [Hek 212
% segue versdo discretizada Quantog ciclog mogtrar da onda genoidal ? 1.5
T=1/fs; >>

k=0:T:t_final; % cria vetor dos instantes de amotragem (no dominio tempo)

t=0:T_aux:t_final; % criar vetor tempo para sinal analégico simulado
y=sin(2*pi*f*t); % criat vetor do sinal analégico simulado

yd=sin(2*pi*f*k); % criat vetor do sinal amostrado

hold on

stem (k,yd)

legend('y(t)', 'y(kT)'); 27



Obtencao da Transformada Z a partir da
transformada de Laplace de certa fungao...

a) Método 1: Uso da transformada inversa de Laplace.

F(s) — F(z)
L1 1+ Z
f(t) —  f(kT)

T

b) Método 2: Decomposicao de F(s) em elementos simples (expansao da fungcao em
fracoes parciais} e uso de tabelas contendo pares de transformadas Z e de
Laplace.

F(s) pode ser descrito como (admitindo que F(s) nao possua polos multiplos):

F(s) = co+ ;siipi +ZL_. Sjpg]

\ - _J/
A\ J/
g -~

caso de poélos simples caso de pdlos complexos

onde os polos sao: p;, = o + 7w: e os residuos sao: ¢c; = o+ 710.
J ; J
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