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Parte 2/3




Respostas de

Problemas anteriores

1.Esboco do sinal: y(kT) =1 — 0, 5"

>

y(K)
1.0000
0.5000
0.2500
0.1250
0.0625
0.0312
0.0156
0.0078
0.0039
0.0020
10 0.0010

©Coo~NOoOOoTk~owDN—2O

y(KT)

y(kT)=1-0.5
1 : o P - =99
Q- - -
Q- - o
0.8}
Q- - -
0.6}
Q@ - -
0.4}
0.2}
0o
0 2 4 6 8 10

% Resolvendo problemas de transformada Z - parte I
% Fernando Passold em 19/set/2013
% Problema 1
disp('Seja o sinal y(kT)=1-0.5Ak --> janela grafica');
for k=0:10
x(k+1)=k; % notar que no MATLAB, indices de
vetores iniciam em 1
y(k+1)=1-0.5/k;
end

stairs(x,y)

hold on

stem (x,y) % plota valores no instante da amostragem
title('y(kT)=1-0.5/k");

xlabel("kT");

ylabel('y(kT)");



1.Esboco do sinal: y(kT) =1 — 0, 5"

Repare que: y'(kT) = 0,5" converge;
e gera um grafico como:

1 y'(kT)=0.5"

ot T 0'%623-051%15625 e

0 2 4 6
KT

y(KT)

Respostas de Problemas anteriores

y(kT)=1-0.5
1 . _ >
Q- -
Q- — =
Q- — -
0.8}
Q- - =
0.6}
Q@ - -
0.4}
0.2}
0,
0 2 4 6 10
KT



3. Dado a tabela de pontos (sinal):

x(0)

(1)
(2)
(3)
(4)
(k)

SO DN Wk

D

Respostas de

|V

Problemas anteriores

Y(2) =52" +427 1 + 3277
Y(2) =544z + 3277

Sua transformada Z resulta em:

192273 11,74
192273 4 74



Respostas de Problemas anteriores

5.Esbogancglt)o OS NOVOS sinais para:
X

: | a) x(t—2) < Deslocamento no tempo

/ —\

X (t)=x(t-2)
Sinal atrasado de 2
o o2 3 2 amostras
x(-1 )=0; x'"(t)=x(t-2), entao:
x( 0 )=1; t=0; x’'(0)=x(0-2)=x(-2)=0;
x( 1-)=1; t=1; x'(1)=x(1-2)=x(-1)=0;
x( 1+)=2; t=2; x'(2)=x(2-2)=x(0)=1;
x( 2-)=2; t=3; x'(3)=x(3-2)=x(1)=1;
x( 2+)=-1; t=3; x'(3)=x(3-2)=x(1)=2;
x( 3 )=0; t=4; x'(4)=x(4-2)=x(2)=2;
t=4; x'(4)=x(4-2)=x(2)=-1; "
t=5; x'(6)=x(5-2)=x(3)=0; s = 0 1‘ > 3 s




Respostas de

Problemas anteriores

X (H)=x(1-1)

5.Esbogan9!t)C) OS NOVOS sinais para: 2 ; ;
2 5l ! :
b) x(1—1) |
|
e A i
° Reflexdo de 5/
- 0 1 2 3 Ok-----==f N o]
x'(t)=x(1-t)=x(-t+1), entao -9
x(-1 )=0; t=-2; x’'(-2)=x(1-(-2))=x(3)=0
x( 0 )=1; t=-1; x'(-1)=x(1-(-1))=x(2)=-1; -1, » 5 i ; 3 )
x( 1-)=1; t=-1; x’'(-1)=x(1-(-1))=x(2)=2; t
x( 1+)=2; t=0; x'( 0)=x(1-0)=x(1)=2;
x( 2-)=2; t=0; x'( 0)=x(1-0)=x(1)=1;
x( 2+)=-1; t=1; x'( 1)=x(1-1)=x(0)=1;
x( 3 )=0; t=2; x'( 2)=x(1-2)=x(-1)=0;



Respostas de Problemas anteriores

5.Esbogando os novos sinais para: Note: sinal “refletido”

oY (em torno da origem)
X (t)=x(~t)
1| * 2 '

/ 2 (1) = 2(—t) A
0 1.5¢ e B
gy 0o 1 2 3 1 C ]
t |
£ o0s .
Se x’(t)=x(-t) entao: !
x(-1 )=0 t=—4; x’(-4)=x(4)=0 R
x( 0 )=1 t=-3; x'(-3)=x(3)=0 v
x( 1-)=1 t=-2; x'(-2)=x(2)=-2r | NN | :/ ,,,,,
x( 1+)=2 t=-2; x'(-2)=x(2)=2 L
x( 2-)=2 t=-1; x'(-1)=x(1)=2 y'
x( 2+)=-1 t=-1; x’(-1)=x(1)=1 0 2 4
x( 3 )=0 t=0; x'( 0)=x(0)=1 t
t=1; x'( 1)=x(-1)=0



5.Esbocando os novos sinais para:

Respostas de

X(t)

Problemas anteriores

Note: sinal “refletido”
(em torno da origem)

Reversao (inversao) temporal

N =



Respostas de

Problemas anteriores

5.Esbocando os novos sinais para.

b) (1 —t)

2’ (t) = x(—t+ 1)

_________

~1




Respostas de

5.Esbocando os novos sinais para:
X

(t)

2

X X X
|
RN RSt

x( 3)

"

= o
= N X

x"(0+1)=x(1)=1
x"(0+1)=x(1)=2
X' (1+1)x=(2)=2
x'(1+1)=x(2)=-1
x'(2+1)=x(3)=0

I NN B

(WY

W

(LI 1 | I B | ¢

NPFRPFPRPOOS | |

S

t)=x(t+1) entdo:
v X' (=2+1)=x(-1)=0
X

"(-1+1)=x(0)=1

Problemas anteriores

Note: sinal deslocado
(adiantado) no tempo

X (t)=x(t+1)

V)



"Resumo”;

Original signal

Time Reversed

TR & Delaying

TR & Advancing

X(-n+1)

X(-n-1)
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Resumo’;

>>X=[2 35 4 6 4];

>> N=0:5;

>> M=-N;

>> 0=-N+1;

>> P=-N-1;

>> figure; subplot(221); plot(n,x);
>> title('x[n]"); grid;

>> subplot(222); plot(m,x);
>> title("x[-n]"); grid;

>> subplot(223); plot(o,x);
>> title('x[-n+1]"); grid

>> subplot(224); plot(p,x);
>> title('x[-n-1]"); grid

>>




Outras transformadas Z...




Transformada Z de uma senoide:

- Considerando uma funcao sinosoidal do tipo:

o() :{ sin(wt), t>0

0, t <0
= Al A —at 1
- Lembramos que a transformada Z da fungao exponencial é: Z {e } —
1 —e ol z—1
. 1 . .
- e que 0 sen(wt) pode ser escrito como:  sin(wt) = — (eI — e7I¥?)

27



Transformada Z de uma senoide:

- Considerando uma funcao sinosoidal do tipo:

sin(wt), t >0
o(t) =  Smt), 12
0, t <0
= Al A —at 1
- Lembramos que a transformada Z da fungao exponencial é: Z {e } —
1 —e—alz—1

1

* e gque o sen(wt) pode ser escrito como: Sin(wt) = 9 (ejwt — G_jw)
J

- assimtemos: X (z) = Z {sin(wt)} = % 1 _ eJiTz_l 1 _ eJ}*’TZ_1>
1
25 [1 — (eI 4 e=gwT) =1 4 z2]
B 2z~ 1 sin(wT)
1 —2z"1cos(wT) + 22
z sin(wT)
2?2 —2zcos(wT) + 1

(eij L e—ij)Z—l

Z {sin(wt)} =



--------------------------------------------------------------------------------------
.

. : et 4+ e I*
: e/ +e77* = 2cos(z) cos(x) = 5
iw — =il
- Considerando uma funcao sinosoidal do t iz _ —jz — 27 sin(x) sin(jz) = ¢ €
27
sin(wt), t>0
ZC(t) — ( )7 - SRR m————=~
0, t <0 o
. L _at 1
- Lembramos que a transformada Z da funcao i:xponencial é: Z {e } —
: 1 —e-alz-1

1

* e gque o sen(wt) pode ser escrito como: Sin(wt) = 9 (ejwt — G_jw)
J

« assim temos: X(z) = Z {Sin(Wt)} — % 1 — ejiTZ—l 1 — 6~7}”TZ_1>
1
2j [1 — (e7T +eIwl)zmt 4 22]
B 2z~ 1 sin(wT)
1 —2z"1cos(wT) + 22
z sin(wT)
z2 — 2z cos(wT) + 1

(eij L 6—ij)Z—1

Z {sin(wt)} =



Transformada Z de uma senoide amortecida

, - e “sin(wt), t>0
- Seja a funcao: x(t) = { 0. i
: 1 . .
- Sua transformada seria: X (z) = 2 {e—at sin(wt)} — ?Z {e—ateawt _ e—ate—ywt}
] J
_ 1 1
: N 27 |1 — e—(a—jw)T »—1 N 1 — e~ (at+jw)T »—1
, \ B 1 B (eij L e—ij)e—aTZ—l
e 2§ |1 — (edwT 4 emdwT)e—aT =1 4 g—2aT =2
e~z sin(wT)

1 —2e~2l'z=1 cos(wT) 4+ e—2a1 =2
e~z sin(wT)

2?2 — 2e= %'z cos(wT) + e—2aL




Propriedades da Transformada Z




Propriedades da Transformada Z

1.Linearidade (Adicao, subtracao e multiplicacao por constante):
Z{a-f(k)+b-gk)}=a-F(z)+b-G(z)

onde a e b sao numeros constantes.

30(k) + 5(—2)"

~h

/X
X

N——
]

- Exemplo: Transformada de:

_ 8216 y,(k)=5(-2)"




Propriedades da Transformada Z

2.Translacao (Avanco no tempo):
Z{f(k+1)} = 2F(2) — 2(0)

 Exemplo: Transformada de:

Z{f(k+1) Z f(n+1)z

=0

Z f(m)z=™*t  fazendom =n+1

m=1

S

=Z { i f(m)z™™ — f(())} , subtraindo a parte inicial de f(m = 0)



2.Translacao (Avanco no tempo):

 Exemplo:

Seja o sinal abaixo:

5

4t o)

3t Q

3

2 (6)

1¢

0 —O
0 2 6

Avanco no tempo:

glkl = flk+ 1] 3t

Assim:
glO] = f11.
g1l = fI2]
gl2] =713

Propriedades da Transformada Z

glk]

Z{f(k+1); = 2F(z) = 2£(0)

5

4t

2 L

1

0

-1

=

A~ O
|

oo



Propriedades da Transformada Z

3.Translacao (Atraso no tempo):
Z{x(t—nT)} =2""X(2)

e Provando:

Z{x(t —nT)} = x(kT —nT)z""
k=0
=z . Zx(kT —nT)z"k=n)
k=0
Se m = k — n, entao:

o0

Z{x(t—nT)} =2""" Z x(mT)z"™

m=—n

Z{x(t—nT)}=2"" -X(2)



Propriedades da Transformada Z

2.Translacao (Atraso no tempo):
Z{x(t—nT)} =2z"" X(2)

 Exemplos1:

Seja o sinal abaixo:

5 . . . — . . Atraso no tempo: 5
glkl = flk —2]

i ? Assim: =

2r ' g[01 =f1-21 e

1t : g1l =fl-1] 1t

. T . gl2] = f10] .

10 1 2 3 ) 4 5 6 7 8 g[3] =f[1] -1

>> [k' f]

ga rp w =0
O uvn »H w D -



x(KT)

Propriedades da Transformada Z

3.Translacao (Atraso no tempo):
Z{x(t—nT)} =27" X(2)

 Exemplo2: Encontre a transformada Z de uma funcao degrau que foi atrazada

de 4 periodos de amostragem:

X(t)=u(t-4T)

0.8¢

0.6¢

0.4

0.2}

o

Z{1(t—4T)} =z~ *- Z{1(t)}

4 1

:Z .
] — 21

2_4

1 — 2z 1




Propriedades da Transformada Z

4. Translacao Complexa:
Se x(t) possui transformada Z igual a X(z), entao a transformada Z de e-at x(t)
pode ser definida como X(z ea’).

e Yy } Z$ (kT) g kT ,—k Zx (KT)( = X(z 6“T)
 Exemplo: ,
2
{ }U/(e' 1_6aTZ)1:Z_€—aT




Propriedades da Transformada Z

5.Convolucao (multiplicacao em frequéncia):

Z{f(k)*xg(k); = F(z) - G(2)

* Prova:
ZA{f(k)xgk)} =Z {Z f(k } < pela definicao de convolucgao

=) Y f(k -z~ " < pela definicao da transformada Z
n=0

:Zf Zg —m=k  + fazendom=n —k
k=0 m=—k

= Z f(k > g(m)-z"

| m=0




Propriedades da Transformada Z

6.Teorema do Valor Inicial:
f(0) = lim F(2)

e Prova:

F(z) =) f(n)z"

= f0)+ f()zt + f(2)z % +...

Desta forma, se z — 00, todos os termos se anulam exceto para f(0).

8z + 6 _8+6z_1
24+2 1492z1

* Exemplo: F(z) =

Da propriedade do Valor Inicial, f(0) = 8.

Lembrar do exemplo anterior onde: f (k) = 36(k) + 5(—2)"
82+ 6
F(z)=3(1)+5< - ) ==

Z+ 2 B Z+ 2



Propriedades da Transformada Z

/.Teorema do Valor Final:
f(oo) = lim f(k)=1lim(1—2"") F(2)

k— o0 z—1
 Exemplo:
Z
V() —
&)= oG
(00) = lim (1 — 2~ 1)V (2) = lim (222 ) ¥(2) = lim —— = —2
Y _z—>1 _z—>1 Z _z—>1(z—a)_1—a

* Obs: O valor final (valor de regime permanente, “steady-state”) do sinal y € 1/(1-a), quando
existe! Neste exemplo, isto € verdade se a<1, mas se entretanto, a>1, nao existe valor final!



—Xemplos

Solugdo: z(oc0) = ;im (1—271)X(2)]

Note que X (z) é a transformada Z de z(t) =1 — e~ .

S __ _—at —
— x(oo)—tlgglo(l e ) =1
0.8
0.6

0.4

0.2}

0 | | | | | >> fplot(@(t) (1-exp(-1.*1)), [0 5])
0 1 2 3 4 5




