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1. Definicao

« Seja f*(t) o resultado do sinal continuo f(t) que foi amostrado no tempo:

- Se este sinal foi amostrado de maneira ideal*, *(t) pode ser escrito como:

FA(t)y=>_ f(kT)-6(t—kT) = f(t) - 6r(t)
k=0

- Um sampler ideal é definido como aquele que abre e fecha o circuito
instantaneamente, a cada T segundos, com tempo de duracao zero -
amostragem por trem de pulsos:

5r(t) = i 5(t — kT)

- Observacao: estamos assumindo que a amostragem inicie em t=0.



p=-¢e’? =cos(f) +jsin(f) =z + jy
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Definicao ) / St

 Seja f*(t) o resultado do sinal continuo f(t) que foi amostrado no tempo:

 Se este sinal foi amostrado de maneira ideal*, f*(f) pode ser escrito como: A’

- A transformada de Laplace da funcao f*(t) &€ dada por:

LAfHD ) = F¥s) = Zf(kT)
k=0

- Note que o resultado contém o termo e s que diferente da maioria das outras funcoes de
sistemas com variaveis continuas, nao € uma funcao racional de s. Este termo gera dificuldades

em operacoes posteriores em que serao necessarias transformadas inversas de Laplace!
Ay

= 3 fT) = kT) = £(4f -6 (0 /,,,_ N
,\I 0

(cost,sint)
Quando s — z: plano cartesiano (x,y) — coordenadas polares (1,60).

Note: p=¢’% = cos(f) 4+ jsin(0) =z + jy —

®ip}  S{p)

N
N




p=c¢’ =cos(0) +jsin(f) =z + jy
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1. Definicao ") ) 3}

 Seja f*(t) o resultado do sinal continuo f(t) que foi amostrado no tempo:
- Se este sinal foi amostrado de maneira ideal*, f*(t) pode ser escrito como:

[ty =) f(kT)-8(t = kT) = f(
k=0

- A transformada de Laplace da funcao f*(t) &€ dada por:

LAfHD ) = F¥s) = Zf(kT)
k=0

- Note que o resultado contém o termo e-™ que diferente da maioria das outras funcoes de
sistemas com variaveis continuas, nao € uma funcao racional de s. Este termo gera dificuldades
em operacoes posteriores em que serao necessarias transformadas inversas de Laplace!

* Por isto € desejavel transformar a funcao irracional F*(s) numa funcao racional, digamos F(z)
através da transformacao de uma variave; complexa em s em outra variavel complexa z.



p=¢" =cos() +jsin(f) =z + jy
—— N——
Rip} S{p}

Definicao 7

frt)y="> f(T)-6(t—kT) = f(t)-6r(t

Z D)) = FH(s) = Zf(kT)
k=0

- Uma escolha 6bvia para esta transformacao (s — 2) é: 7 = el

. Resolvendo esta equacao de volta para s (7 — ), resulta em: s = ? In z

- Nesta duas ultimas equacoes, T € o periodo de amostragem (em segundos) e z a variavel
complexa cujas componentes real e imaginaria estao relacionadas com a variavel s da

seguinte forma:
7 R{z} = e’ coswT
I{z} = el sinwT
- Lembrando que: s = 6 + jw

+ Assim: F(z) = Z f(ET) 7k
k=0



p=¢" =cos() +jsin(f) =z + jy
—— N——
Rip} S{p}

. Definicao

=" f(kT) - 6(t — kT) = f(t) - op(t)

1 (t)
L)y =F(s) = Zf(kT)
k=0
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- Uma escolha 6bvia para esta transformacao | Note que:
« Resolvendo esta equacao de volta para s, res.f

» Nesta duas Ultimas equagdes, T é o periodo ¢
cujas componentes real e imaginaria estao re

R{z} =

- Lembrando que: § = w + jw

. Assim: F(Z) — Z f(kT) z
k=0



—xemplo_1) Transformada Z de um sinal...

- Suponha o sinal definido abaixo:
(0, V t<O0 g
) =4t vV 0<t<3s  Depeedme o1 g
L0, V t>3,5 > 1 T ,
MR RRES
« e que T=1 segundo. Obtenha a F(z):
F(z)= ) fkT)-z7*
- Temos que: =0
f0) = 0 A F(z)=02"+127 42724327940 274 4+ ...
;gg B ; > F(z) =z 142243277
f(3) = 3 F(z) =z"" (1 + 2771+ 32_2)
fi4) =0

Repare que este € um caso de uma funcao limitada
no tempo.

f(nT) _ O,n>3



Detalhes

F(s) = 2 {f(t)} = / ) ettt

(=)= Z{f ()} =3 fT) 27

- Mas: .
%12{10 F(z) # F(s)
lim f7(t) = f(1)

- Uma vez que f*(t) representa um trem de pulsos (ponderados) espacados a T
segundos, a medida que T se torna infinitezimalmente menor, o trem de
Impulsos simplesmente se colapsa num grupo de impulsos em t=0, mas o
resultado de maneira nenhuma se parece com f{t).




Limitagcoes da Transformada Z

- Quando se aplica o método da transformada Z, devemos ter em mente as limitagcoes e condicoes deste
meétodo:

- Assumindo um “ideal sampler”, a obtencéo da transformada Z de um sinal (fungéo) continuo no tempo, f(?) é
baseada principalmente na amostragem da funcao por um sampler ideal. O resultado disto é que a

transformada Z, I'(z), representa a funcao f(f) somente nos instantes de amostragem.

- A transformada Z inversao nao é Unica! Dado F(z), sua transformada inversa fornece somente a solucao para
f(kT). Estritamente citando, a solucao para f(¢) é desconhecida.

- A exatidao do método depende da magnitude da freqliéncia de amostragem, @,, ou do periodo de

amostragem T em relacdo ao componente de maior freqliéncia contido na funcéo f(7). Se o periodo de
amostragem for muito grande (ou a freqiiéncia de amostragem é muito baixa), a solucao da transformada Z
pode ser errdbnea, uma vez que f*(f) ndo sera uma boa representacéo de f(1).

- E necessario se atentar para o fato de que F(z) foi formada a partir de uma sequencia e assim contém
apenas a informacao de f(t) nos pontos de amostragem do sinal.

P(z) = Z{f () = > f(kT) 27"



LimitagOes da Transformada Z

Note que a transformada Z esta sempre relacionada com uma

. , sequencia de numeros, uma serie que pode ser limitada
« Quando se aplica o método da trar _ oo
método: : (convergir) ou ser infinita!

. Assumindo um “ideal sampler”, a obtengéo da transformada Z de ut
baseada principalmente na amostragem da funcao por um sampler i

inal (funcéo) continuo no tempo, f(¥) é
|. O resultado disto é que a
transformada Z, I'(z), representa a funcao f(f) somente nos insti; es de amostragem.

- A transformada Z inversao nao é unica! Dado F(z), sua transformad:

versa fornece somente a solucao para
f(kT). Estritamente citando, a solucao para f(7) é desconhecida;

- A exatidao do método depende da magnitude da freqliéncia de amo% agem, w,, ou do periodo de

amostragem T em relacao ao componente de maior freqtiéncia conti:g na funcao f(7). Se o periodo de
amostragem for muito grande (ou a freqiiéncia de amostragem € mui § baixa), a solu¢do da transformada Z
pode ser errdbnea, uma vez que f*(f) ndo sera uma boa representage”i: de f(?).

- E necessario se atentar para o fato de que F(z) foi formada a partir de uma sequencia e assim contém
apenas a informacao de f(t) nos pontos de amostragem do sinal. :

F(2) =2 () = Y (k1) =



—Xo) Transformada Z da funcéo Impulso:

Z{W}=Z{(kT)}=> 6(n)z"" =1



—x3) Transformada Z da funcéo Degrau:

Z{u)} =Z{u* (D)} =) 1-27F= 7



—Xa) Transformada Z da funcao

Z{u(t)} = Z{u" ()} =31

- Lembrando de Seéries Geométricas, ou P.G.s:

S(q):a—l—aq—|—aq2—|—...—|—aq”:Za-qk

LTk — 7

n

k=0
onde: a = 12 termo da série e g = razao da série.
- Estamos interessados em descobrir: Z a - q’€
k=0
S(q) = a+aqg+ag*+...+aq"

q-S(q) = aq+ag’+ag’+...+ag""!
S(q) —q¢S(q) = a—ag"™*
S(q)(1—-q) = a—ag"*

- Voltando ao nosso caso...




—x3) Transformada Z da funcéo Degrau:

Z{u)}=Z{u* (M)} =) 1.27F= 7

- Lembrando de Seéries Geométricas, ou P.G.s:

n

n — n—|_
S(g) =a+ag+ag®+ ... +ag" = a-q" R E—
k=0 —q

- Voltando ao nosso caso...

Z{ut)}=> LeF=1+1""+1272+... =

k=0 0
- Verificando se a série converge: —0
(== ™
_ 1 —1(z—")" I R L | 1
S At R s T
- Assim: 1
Z{u(t)} = Se |z| > 1



—x3) Transformada Z da funcéo Degrau:

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Adaptando como “regra” geral para uma P.G.:

- A
ZAQ;” = Se |x| <1
n=0

1—2x’

S(q):a—|—aq—|—aq2—|—...—|—aq”:Za-qk
k=0

- Voltando ao nosso caso...

Z{ut)}=> LeF=1+1""+1272+... =

)
—~ 1 _'x::::f ! 0
- Verificando se a série converge: =0 |
e
_ 1 —1(z—")" I R L | 1
Zult)} = nh—{%o 1 — 271 - nh—>Holo 1—2"1 1—z1
- Assim: 1
{u(t)} = T Se |z| > 1



—x3) Transformada Z da funcéo Degrau:

Z{u)}=Z{u* (M)} =) 1.27F= 7

- Lembrando de Seéries Geométricas, ou P.G.s:

n

n — n—|_
S(g) =a+ag+ag®+ ... +ag" = a-q" R E—
k=0 —q

- Voltando ao nosso caso...

Z{u)}=> LF=1+1""+1272+... =

k=0 0
- Verificando se a série converge: o
ke
_ 1 —1(z—")" gl — 2% -1 1
G e R s e L
- Assim: 1
Z{u(t)} = Se |z| >1



—x3) Transformada Z da funcéo Degrau:

Z{u)}=Z{u" (D)} =) 1-27F = 7
................................................................................................................. =
Note |
r~ " = exponencial N > S(q) = a —1 Cianr
crescente p/ r < 1 .. Ex.: <§> = 2% =28 1

3
_ 1 ~
decrescente p/ r > 1 -, Ex.: (2) U — <§> — 0,125 {1 —1(z1)nt!

1—27t |
VEAN TS 88 5 8818 CoMargE: J\ —0
. 1—1(z Yt 1—;?-1 1
Zult)) = nh—{%o 1 — 21 0 - nh—{%o l— 21 11— 21

- Assim: 1
Z{u(t)} = T Se |z| > 1




| (/2yx. |
a0l >> ezplot('(1/2)"-x",[0 5])

—Xa) Transformada Z da funcao

Z{ut)} =Z{u*(T)} =) 1-27F
................................................................................................................. = o 1 2 s 4
Note X

r—" = exponencial [\ /; S(q) = a —1 Cianrl
crescente p/ r < 1 .. Ex.: <§> =23 =38 1

1\ 3
decrescente p/ r > 1 .. Ex.: (2)_3 = <§> = 0,125

“Verficando se 4 séria converge:
1 —1(z~ )t ™
Ziu(t)} = i
wt) = lm ———— O
- Assim: 1
Z{u(t)} = ; —  Se z] > 1
— 2




—x4) Transformada Z de uma série:

Flz)=) 282 F =142 4427248272+ ..

7

k=0
Jld=(a), p/k=0,2,23,...
f(@r[i a., 0&2,43/ }
\[/2
r(‘z- &l»a E Z‘(A&_) 1*/&2-. +,q_2{
P;;aq_
L
S Ax=_A
N=zo i._x
Flz|=
11—zt
Fla): 2
Z
y




)

k=0
=0
| — (e=aT ;= Tyn+1 | n 0@ — ag"t!
F(z) = lim ————7—7 — e =50)= 1—gq

z
F — —a
(2) z —e—aT [6 T] <1
K4
Note tambem que:
1
c,% —at —
e =

—Xs5) Transformada Z da funcao Exponencial;

Este limite converge se:




09r

08r

0.7r

06

051

04r

03r

0.2r

01t

1®

Se: flkT) =e @7

Suponha a = 0,5 > Pdloem s = - 0,5 (estavel) e T = 1,0 (segundo): F(s) =

2
F(z) = - _ o(—0,5-1,0)
Flz)= — =

z — 0.6065

Resposta (ao impulso) no tempo:

>> fplot(@(k) (0.6065).”k, [0 5])

0 1 2 3 4

F(z) =

:Zo_l —

1 > k = 0:1:5;

—Xs5) Transformada Z da funcao Exponencial;

1
Z —at) __
z —e—aT Z1e }_3+a
- a=-0,5
s+ 0,5

e—O,S-k-l

>> f = (0.6065).7k;

: >> [k' f]

0
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000

{ >> hold on
>> plot(k, f, '

1.0000
0.6065
0.3678
0.2231
0.1353
0.0821

bo')

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Se entretanto: a = — 0,5 (polo instavel; em s = +0,5)

F(s) =
Z
F(Z> — A 0,5
7 — (0510
Z
F —
(2) = T Teasr
12F ' ' ' ' P
>> f=(1.6487)."k; 107
>> [k' ']
O 1.0000

1.0000 1.6487
2.0000 2.7182
3.0000 4.4815 4}
4.0000 7.3887
5.0000 12.1817 27

(e}
T




Note (1):

urgds: 4(02(a)" o/ :0,42,3..

\I/ — []=_1 'gz:_%__
seedy T LR
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caverge
K
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Fung3s

(;/[K]=(¢)K} p/K=0123 ..

\

4 {1,a,&4..]

canverge

Note (2):
CasoD Uﬁ(]—( )% & Degran

MAE Z(a) ST ELIT RN
Y(&\: 1 s 2

1-13% a-2

!
( ndo (cnv’ege)

Ca§oz> j[K]T(Q)K

‘\/&\:?db
F(k) :KZ ZK‘;KZ 14231 £ 4304884
=0
Fo)-_2
. -
s 39 K
K
CaSOSS 5[@: (—é‘-)
W2)=17_ wf 3&]
= 0 0 33,
Y/t‘:\ %; 7_) o(i. Y 4.(;_ 4.(__) 3 1
)([é)=1l-i ¥ +_1_e +-j_a .- PO BN
Y = 1+0 53t +oafz +01252%¢ [ L gﬁgss ::r? < -
Yfa)= 2 ~2 4 Pt 2 3 %

-0

& Y-

"2

1

v_——,

-1 4 2-a
1-a-27 +

L»fonmgc P/ 1l

Hﬁd
-4

1 2 3y ¥

o 1 X ;ree{q

Polo instavel

ATInfe
Plans-= - j?l {}
, N
\__I(F—-_
\\ 1] /
11
\
P/@ho-z /Nﬁﬂ{l}
— ““Fi‘ L
/ \
! A
BT ! ’;'Z/m
N
-,

fef)

Polo estavel



Note (3):

EL”C/?; exfonena"f ;
A€
g= €
+ 00
Cﬁfo _43 Qo ¢ ’\J(H/\ (Vl:3/6 ConvevE)
EX. &*2 e 70 sa € 1
Pano-S: o ylde - |
i y )= 4, 5891
7 y@)=e*? < sq, 5300 T
5\’>o/ l i >
| 7 y(.el= Co (nao CO'WCGC) t
C | -2t
a5y Z) a <0 . yw 'l':Z'O y(é)/\
EX: &= -2 y(O)'-'C -1 1 -
1y a=E 0583
y(9)=&"*< 00185 0,444 -
{ t- 002 1 == T T
- —’2 >OJ v(w\ =0 (conVeU-c) 0 i Z f/




—Xerciclos:

1.Esboce o sinal: y(kT) =1 — 0, 5"

2.Note que o sinal anterior: y(kT )k 00 = 1,0

3.Dada a seguinte relacao de pontos, obtenha sua equivalente transformada Z:

r(0) = 5
r(l) = 4
x(2) 3
x(3) 2
r(4) = 1
(k) = 0 Vk>5

4.Dada outra sequencia de pontos, determine sua Y(2): g
Obs.: condicdo inicial: y(—1) = 8

NS S g o
N7 N7 NN
W N = O
N— e e NS

S = o



Problemas

5.Esboce os sinais resultantes para:
X(t)

2

1 i a) x(t—2) < Deslocamento no tempo

/ b) x(1-—1)

° c) x(—t+1) < Reflexdao de sinal + Deslocamento no tempo
__11 0 1 2 3

t
X (k)
3 ! f f ! |
O—e | | | o—© 1
| ] e =5t —ar)

2






