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Transformada Z " Defini¢cao

> Sinal trad 1
= SCFRT) 6t — KT) = f(1) - 0p(t) e L ;, 0, V t<0
k=0 i ft) =< t, V 0<t<3,5
l 1+ T I 0, V t>35
e
LD} = F¥(s) = Zf[kT] ek :
l , F(2)=0"4+12"1 422432340274+
Definicdo: 2 — GTS S = Tlnz £0) = 0
----------------------- f( =1
i, Fe) # P9 o) = 2
Zf(kT —F Detalhes f@3) = 3
lim () = f(t) f4) =0
f(nT) = 0,n>3



Algumas transformadas Z

Funcdo Impulso: Z10(t)} = Z{0(kT)} = Z o(n)z"" =1



Algumas transformadas Z

Funcao Degrau: Z {u(t)} = Z {u* (T)} — Z 1- Z_k = 7
k=0

n

Série Geométrica:  S(q) = a+ aq + aq® + ... + aq" = Z a-q"
L—0 Notas detalhes:
a = 12 termo da série e q = razéo da série. A funcao x" pode convergir ou nao:
n . a— da qn+1
> a-d -
=0 I —q Se x<1 teremos: Se x>1 teremos:
=0 EX.: EX.:
1 —1(z=H)nti ™ 1—2z7"-1 1 <1>2 : 0.25 2
= 1i — — 1 _ g =) =—=0, 2)? =4
Zult)) nh_)n;@ 1 — 21 . nh—{%o 1 — 271 1 — 271 2 ; 4
3
S~ / 1 =l=0,125 2)} =8
T 2 3
Generalizando: Ou seja, uma funcéo Ou seja, uma funcao

i Ao A <1 decrescente! crescente!
A= 1 — S€ | X (converge) (ndo converge)
n=0




Algumas transformadas Z

Sequéncia geométrica: f[kT] = a“, Vk=0,1,223,...

flkT] = {1,a, a’, a’, }

o0 o0

F(z) = Za”z_” = Z (az_l)n =1l+az '+a’77%+ ...
n=0 n=0
1 Z+1 e
F(z) = — =
] — CZZ_l Z+1 7—d
<
y4 {ak} =
—d
n
Série Geométrica:  S(q) =a+aq+aq®+...+aq" =) a-q*
k=0
n - a4 — aqn+1
Z a-q = 1 —
k=0 q
Generalizando:
ZAx”= ,se |x| <1
— X



Algumas transformadas Z

Sequéncia geométrica:  flkT| = a, Vk=0,1273,...

flkT] = {l,a, a’, a’, }

F(z) = Zanz_” = Z (az7))' =1+az™!
n=0 n=0
7t Z
F(Z) — R,
l—az7! zt! z-a
<
y4 {ak} —
Z7—d
Série S(q) = a + aq + aq’
Geomeétrica;
n . qa— aqn+1
Z a-q = 1 —
k=0 q
Generalizando:
ZAx”= ,se |x| <1
— X

+a’z77%+ ...

n

aq”:Za-qk

k=0

Repare no seguinte:
<
A funcao F(z) = pode convergir ou nao:
—d

Sea>1teremos:

<
Ex.: F(7) =
()mz—Z

fIkT] = 2(2)"2_"= 1+2z7 ' 4+472724+8777 + ...

k=0

Ou seja, uma funcao crescente! (NAO converge)

Se a < 1 teremos:

Z
Ex.: F(z) =
x.: F(z) 05

2 4

= (1\" 1, 1,1,
f[kT]=z 5 ) 2 =l+—z ' +—z7"+—2"+...

k=0

Ou seja, uma funcao decrescente! (converge)
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Algumas transformadas Z

e
Sequéncia geométrica: /. {ak} —
—d
16
Se a = 2 teremos: 15
e
Ex.: F(z) = i
z—2 )
0 1 2 3 4
0
fIkT1= ) @fzF=1+2z""+4772 4827+ ..
k=0

Ou seja, uma funcao crescente! (NAO converge)

1
Se a = 0,5 teremos: 0,75
Ex.: F(z) = — P
7 — 05 0,25

0 1 2 3 4

0

= /1\" 1, 1 1,
f[kT]=z 5 )z =l+—z ' +—2"+—27"+...

— 2 4 3

Ou seja, uma funcao decrescente! (converge)

Esta série so converge se |a| < I:

Se a = -2 teremos: 16
é e 8

Ex.: F(2) = = 0
z—(=2) z+4?2 X

0 1 2 3 4

fIkT] = Z (=2 z*k=1-2z14477-8z7+ ...
k=0

Ou seja, uma funcao crescente! (NAO converge)

1
Se a = -0,5 teremos: 05

< <
Ex.: F(2) = = 0
g = (_095) 7+ 095 -0,5

S ' _k I 1 5, 1T
f[kT]=z —— | z =1—5z +—7 _§Z + ...

k=0

Ou seja, uma funcao decrescente! (converge)



Algumas transformadas Z

. - k <
Sequéncia geométrica: Z {a } = Esta série s6 converge se |a| < 1:
— d
<
Z Z F(z) =
F(Z) B < — (—O 5) B z+ 0,5 Pole-Zero Map < 0’5
1 9 p | 1
0,75
0,5 0,
0 0,25
0,5 i 0

Imaglnac,t;y Axis (se nds1)
&)
=
Ve

/

N\
\ ey
T
~
N
| —
1

2N

HES

N\

IR V — ¥ S - o IR VA
< <
F(z) = = -~ -
z—(=2) z+2 1 -
16 16
15F
12
8
8
O _2 E | | [ ] 4
-3 2 -1 0 1 2 3
-8 Real Axis (seconds‘1) 0



Algumas transformadas Z

@)

k
Fungdo exponencial: Z {e "'} = Z {e‘“(kT)} — Z (e7 27 =14e ¥zt e 244+ 7
k=0
=)
T —1\n+1 I +1
1 — (e z7 )" . a— aq"
— CL aq” = 5(q) =
F(z) = lim ————7% ];) ¢ =5)=——,
Resposta ao Impulso (sistema 1?-ordem)
F ( Z) — ~ Se tenho sistema com um podlo (estavel)ems = — 0,5 e . SXpE05Y
2z —e—al

amostro a T'= 1,0 segundo, temos:

Pela definicao acima:
< <
. F ) — —
Repare: (2) . (8_0’5'1) 7z — 0.6065

E sua inversa fica:

v flkT1 =14+ ezl g2l 772 p o3l ,=3
& fematy 1 flkT1=1+ (e™™)z7 '+ (e )z 72+ (e7?) 27 + ...
 s+a flIkT] =14+ 0.6065z"" +0.3679z72 +0.2231 773 + ...




Algumas transformadas Z

No Matlab:
Fungdo exponencial: Z {e "'} = Z {e_"’(kT)} B >> ezplot(‘exp(-0.5*1),[0 5])
i >> hold on;
gt >> 1=0:5;
F(z) = lim 1 — (e i >> y=exp(-0.5.*1);
n— 00 1 —ed >> [t y']
ans =
- | O 1.0000
F(z) = — SSASLLEREE 1.0000  0.6065
=T amostro a I' = Pt Oy 2
Pela definicdo a 30000 O2es
Z 4.0000 0.1353
Repare:  F(2) = P 5.0000 0.0821
E sua inversa ficied Sl )
v flkT] =1+ e
o fomaty _ L fIkTI=1+ (%) z7 + (e71) 272+ (e719) 273 + ..
e = s+ a fIkT1 =14 0.6065z7" +0.3679z72+0.223177° + ...

Resposta ao Impulso (sistema 1?-ordem)

exp(-0.5 t)




TABLE 8.1 Laplace Transforms and ztransforms of Simple Discrete Time Functions
F(s) is the Laplace transform of f(t), and F(2) is the z-transform of f(kT). Note: f(t) =0 for t = 0.
Number F(s) f(kT) F(z)
2 1,.k=k,; 0 k#k, zk
3 L 1kT) >
s zZ—1
1 Tz
4 o
pe kT P
1 7 T?[2(z + 1)
¥ 3 Thadk b £ o 1)3]
1 1 T*lz(Z2 +4z+ 1)
. - 3 &7 sl e-w ]
7 = lim . 5754 Sl e lim . -
™ a-0 (m— 1)! \ga™ ! a~o(mM—-1)1\0a" 'z—e
8 1 e—akT <
s+a z2—e
1 Tze 27
9 kTe "
(s + a) . & e
1 1 & (z+e)
10 et 2 —akT Ao aT.
GraF IR el
11 1 (_1)m—1 am—1 e—akr (_1)m—1 am—l z »
(s +a)” (m - 1)! \ga™' m-1)\da"'z—e 7
a 21 —e™*)
12 1— e
S+ a) g Z-1Nz—-e)
a 1 Z[(@T—-1+e*)z+(1—e"—aTe )]
13 — (akT— 1 + e~*
- g Jo o az—1Pz—e")
b-a (e*"—e ")z
14 —akT __ o —bkT
(s + a)(s + b) . " (z2—e )z —-e")
s z[z—e?"(1 + a7
15 1 o
(S i a)z ( akT)e (z % e—t")Z
a’ Z[z(1—e"—aTe ") +e #"—e *"+aTe ]
16 — a—akT
s(s + a)? e ] (z—1)(z—e?)
(b — a)s z[z(b — a) — (be~?" — ae"?")]
17 —bkT __ —akT
5+a)s+b) T Z—e ) z_e ")
a Zz sin aT
18 i
s? + a* - Z2—(2 cos alz+ 1
s Z(z — cos aT)
19
s? +a° cos anF Z2—-(2 cos alNz + 1
s+a Z(z — e cos bT)
20 —akT T
(s + a)* + b? ol s Z2 —2e (cos bTz + e~ 27
b ze " sin bT
21 —akT ¢
(s+a)*+ b? e Z2 —2e(cos bT)z + e~ 27
a’ + b? a - 2(Az + B)
22 1 - = si
sl(s + a)* + b7 1 (cos T b*" ka) (z—1)[z22—2e~?"(cosbT)z +e~%7]

a
A=1—e"2cos bT — 5 e Tsin bT

a
B=e"%"4 5 e T sin bT — e~ cos bT

Algumas transformadas Z

TABLE 8.1

Laplace Transforms and ztransforms of Simple Discrete Time Functions

F(s) is the Laplace transform of f(t), and F(2) is the z-transform of f(kT). Note: f(t) =0 for t:

Number F(s) f(kT) F(z)
1 1,k=0;0,k#0 1
2 1,k=k, 0, k #k, z ke
3 L 1(kT) ”
S 2~ 1
1 [F4
4 o,
pe kT B
1 1 T2 [2(z + 1)
- ol ok 2
2 Thatk 3 | &= 1)3]
! ! T*[2(2 + 4z + 1)
6 — — (kT
s4 3!(kT)3 6| (z-1)* ]
7 l bios (—1)’"—1 om-1 e-akT S (_1)m—1 om-1 -
s™ a-0 (m— 1)! \ga™ ' aso (M—1N1\Ga™ ' z—e-2"
B L e—akr Z
Ss+a z— e
1 Tze T
9 kTe—T
(s + a) : (z — ey
1 1 7.2 (z + e—aT)
10 Z 2, —akT £ 5
(s + a)P 2 ki)' Y (z —e-7)
1 (_1)m-1 am-l J (_1)m—1 am-l z »
11 e akT
(s+a)™ (m— 1)! \ga™! m—11\gam ' z— e
g ol —e)
12 1 — e—2kT
s(s + a) p z—1)z-e")
12 a 1 08 0 i g et < z[(@aT—1+e?")z+(1 —‘e“’11aTe




TABLE 8.1 Laplace Transforms and ztransforms of Simple Discrete Time Functions
F(s) is the Laplace transform of f(t), and F(2) is the z-transform of f(kT). Note: f(t) = 0 for t = 0. ﬁ j a S Z
Number F(s) f(kT) F(z)
2 1.k=k,; 0, k # k, z ko
3 . 1(kT) .
s zZ—1
1 1z
4 Oht
2 kT =
1 TR T [ 2(z + 1)
’ 3 Thatl _2'[(z— ,,,]
! ! T[22 + 4z + 1)
’ : 3 &7 ?[ T ]
7 S lim . 575 e lim S s
- a-0 (m—1)! \ga™ ! a~o(Mm—1)1\da"'z—e 7
8 1 e—akT z
s+a z—e
1 Tze 2T
9 kTe 2T
(s +a) 1 z—e"Y
1 1 TZ (Z b e—aT)
10 bt ) 2 —akT . a—aT B
(s + a) “alid 2 ¢ fE_ey
11 1 (_1)m-1 am—t e—akT (_1)m—1 am—l z »
(s+a)” (m— 1)! \ga™"’ (m—-1)1\dam"'z—e 12



10

1

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

1
(s + a)
1
(s+a)™
4
s(s + a)
a
s’(s + a)
b—a

(s + a)(s + b)

s
(s + a)*
az
s(s + a)?
(b — a)s

(s + a)(s + b)

a
s’ + @
s
s’ + @
s+a
(s + a)’ + b?
b
(s + a)* + b?

1
5 (kr)ze—akr

st A (am—1 e— kT
(m—1)! \ga™"'

1 — e—2T
.

- (akT — 1 + e~¥")
@—3KT _ a—bkT

(1 —akT)e 2

1 — e (1 + akT)
be-bkT _ a@—akT
sin akT

cos akT

e~ cos bkT

e " sin bkT

(z—-1)(z—-e™)

Z[(@T—-1+e*Nz+(1—e"—aTe ?")]

a(z—1)(z—e~")

(e-aT St e—br)z

Z[z(1—e"—-aTe ") +e 2"—e T+ aTe "]

e-ar)z

(z—e ) z—e")
Z[z — e ?"(1 + aT)]
(z—-e*)
(z- 1)z -
z[z(b — &) — (be™*" — ae~"")]
(z—e*)z—e™")
Z sin aT
Z—(2cos aNz+1
Z(z — cos aT)
2 — (2 cos alnz + 1
Z(z — e" cos bT)

Z’ —2e (cos b7z + e 27

ze " sin bT

Z’ —2e (cos bTz + e 27

13



Avancar para
Propriedades da Transformada Z

Arquivo: transformada_Z parte2.pdf
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Principais Propriedades Iransformada £

1. Atraso no tem PO. Z{x(t—nT)} =z7"X(z) onde: n amostras de atraso (n = nimero inteiro > 0)

Seja x(t) = grafico abaixo: Se h(t) = x(t-2) entao teremos:

4 | | | | Isto é: Entdo: 4
x(0)=0 N(0)=x(0-2)=x(-2)=0;
3 G -G x(1)=1 N (1)=x(1-2)=x(-1)=0;
/ \ x(2)=2 N(2)=x(2-2)=x(0)=1;
2 o] \ x(3)=3 n(3)=x(3-2)=x(1)=1;
’ | x(4)=3 N (4)=x(4-2)=x(2)=2;
1y \ x(5)=3  h(5)=x(5-2)=x(3)=3;
P O 17=x72=x5=3;
O &% 1(8)=x(8-2)=x(6)=0;
N(9)=x(9-2)=x(7)=0;




Principais Propriedades lransformada £

2. Teorema do Valor final:  f(co) = lim f(k) = lim (1 — 27") F(z)

k— o0 z—1

o) = (1 ==~ Ye) = iy () Y06 = iy s =

16



Principais Propriedades lransformada £

2. Teorema do Valor final:

f(oo) = lim f(k) = lim(1 — 2z~ 1) F(2)

z—1

z(00) = lim [(1 — 27") X (2)]

1

1

:hm_a—z*)<

i o
= lim (1 ©

1 — 21

r(00) = tli)rglo(l —e M =1

) -1

Note que X (z) é a transformada Z de x(t) =1 — e “".

k— o0

(a > 0)

)

1-exp(-0.5 t)




Avancar para BoG(z)

Arquivo: 3 BoG Transformada Z.pdf
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(¢ *( KT () (4)
- {‘M‘ﬂ B,(5) -—ML-L G(5) AJ——{ bf_k
T T ALKT]
204
1 —e 18

Bo(s) =

BoG(z) = Z{Bo(s)G(s)} = (1 — Z_l) -Z{

mKT]
- *J go(r(z) _5_[5_‘;'_?

Y(s) ( | — e—TS>
— G(s)
U(s) )

-

z—1

e 5G(s)

\)

Z{G(s)}
\

Atraso de 1 amostra

j
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BoG(z): Exemplo c/sistema 1#-ordem:

u(?) 73 u(kT) y(kT)
1 Bog G .
r v Tyt ()
_ K-g .
Se G(s) = 1t rs) (Um sistema de la-ordem)
Aplicando o que acabamos de verificar: BoG(z) = (1—2"1) - Z { GiS) } , obtemos:
|
_ K-g-(1—e'°)\ _ ~1 K-g | _ -1 ! I Z{ : }: - :
BoG(z) = z{ L Lo ez f B _kga-a 2l 0 GGy Tt e
|
1 1 1
1 A B A(l+71s)+Bs A+s(B+TA) : Z{ }: —— -7
8(1_|_7-8) s " (1‘|‘7-3) B S(].—|—TS) B 3(]_—|—7'3 : S(S—|_7_S) 1—=z 1—2z e
|  Kg(l—=z71) l_Kg(l—z_l)ol
A — 1 _q : BoG(z) = =y 17T
(5 4+175)|.—g
Kg(z—1) Kg(z—e /)= Kg(z—1) Kgz—Kge ""—Kgz+ Kg
1 p— b p— p—
B= - = 7 BoGlz) = Kg = = =73 (z — e—F) (2 — /)
5 ls=1/(—7) | .
S SR S SR - BoG(z) = 2ol )
s(1+7s) s (1+7s) s 1l/r+s , (2 —e/7)
|
|

20



Sistema de 1#-ordem (plano-s x plano-z)

Pole-Zero Map

2 ! 2
Seja: G(s) = No Matlab: N
s+ 2 >> t=[0:0.5:4]; o
=1*(1-exp(-2.*t));
Se for aplicado um degrau a sua entrada teremos: ° y' ,( exp( ) 205/
> [t'y'] gofl VS N
Y(s) = U(s) - G(s) _ _ ans = %_5
Y(s) =—- =2- | sl
s (s+2) K s+2 0.5000 0.6321 -
1.0000 0.8647 “4 3 RefA ) <J) 0 :
R 51 _1 1.5000 0.9502
s+ ], 2 2.0000 0.9817 Step Response
p_t2)-1 I 2.5000 0.9933
s+ |, sl_., 2 3.0000 0.9975
| 3.5000 0.9991
y(t) = ¥l Y(s)) =2 - — (1 _ e—2f) 4.0000 0.9997
2 >> G=tf(2,[1 2]);
>> step(G)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Time (seconds)



Sistema de 1#-ordem (plano-s x plano-z)

. 2 A (z—1)
Seja: G(s) = = BoG(z) =1 |1
s+2 s+a (z—0,1353)
| ‘ 1 —0,1353 0,8647
Amostrando este sistema a T=1,0 segundos, teremos: BoG(z) =1 - =
z—0,1353 z—0,1353
) G(s z—1) G(s)
BoG(z) = (1 — 2 1) VA { E ) } = ( . A { ; } Ou (mais genericamente):
_ _ A 1-e
G(S) 1 Rl R2 BOG(Z) —_— ( : )
=2. =2 a (z—eaT) No Matlab:
) s(s+2) ) (s+2) >> G=tf(2,[1 2]);
R, = l >> T=1;
2 1 >> BoG=c2d(G,T);
R,=—— >> zpk(BoG)
- ( 1) 1/2 1/2
Z —
BoG(z) =12 - A { } De uma tabela da transformadas Z e de Laplace: U:80466
Zl s (S+2))1 Z 1 Z (2:0.1353)
— — = e = Z-V.
BoG( =1.- £ |2 < s T 21 ° s+a  z—ear
-z z—1 z—e™? -
— 1 — 1
BoG(z) =1 | &=
z2(z—1) z(z—0.1353)




Sistema de 1#-ordem (plano-s x plano-z)

2 A
Seja: G(s) = =
s+2 s4+a

Amostrando este sistema a T=1,0 segundos, teremos:

A (1 -9 0,8647
BoG(z) = — =

a (z—eT) 7—0,1353
Submetendo este sistema a uma entrada
degrau (unitario), teremos:

Y(2) = U(z) - G(z)
7 A | (1 —e™9h)

Y(2) = :
D=1 7 o
Yz Al -eT) 1
z a (z = 1)(z — eT)
Y(z) Al -e“D)[ R, R,
z a (z—1) (z—e¢)
R, = 1
(1 —e—al)
1 1
R2 — —
el — 1] | —e—ol

Y(Z) _A(l —e_aT) i Rlz RzZ

Z a (z—1) (z—eT)

De uma tabela de transformadas Z:

< < <
= ulkT — = pk
T By
__ ,—aTl
y[kT] = Aad ae ) [Rl ulkT] + R, (e‘“T)k]
Al —e ) | ulkT) (e~
W = = T o= " =)
) _ _
YIkT] = — (1-p~)

onde: p = e ' = ¢7*1 =,1353
y[kT]1=1-(0,1353)* Vk>0

Comparando com: y(f) = L~ {Y(s)} =2 - % (1 — e_Zt)
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Sistema de 1#-ordem (plano-s x plano-z)

) A No Matlab: 1-exp(-2 t)
Seja: G(s) = = >> T=1.0; 1 | | ]
s+ 2 S+ a >> a=2; — '
>> p=exp(—axT) ///////
Submetendo este sistema a uma entrada P = 0 1353 >
degrau (unitario), teremos: >> k=0:5; % vetor amostras 0.8}
>> t=0:5; % vetor tempo continuo
_ . >> y_cont=1-exp(-a.xt); i
Y(z) = U(2) - G(z) . o v disco1p.~K: 07
< A (1 — € ) >> [t' y cont' y disc']
Y(z) = ans = 061
—al
z—1) a (z—eT) 0 0 0
1.0000 0.8647 0.8647 0.5}
A ) 2.0000  0.9817  0.9817
yIkT] =— (1 -p") 3.0000  0.9975  ©.9975 . .
a 4.0000  ©0.9997  0.9997 ° 1 =0 °
5.0000 1.0000 1.0000
o _—aT . -2 >> figure; ezplot('l-exp(-2xt)', [0 5])
onde:p=e % =e¢ = (,1353 > hold on:
>> stalrs(k y_disc) % plotando amostras digitalizadas
>> grid

y[kT]1 =1 —(0,1353) V k > 0 (mundo discreto)

1
Yty =27 {Y(s)} =2 -

7

(1 — e‘zt) (mundo continuo)
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Sistema de 1#-ordem (plano-s x plano-z)

A
Seja G( S) — — , | Plole-Zero Ma|? | B | | | PoIe-Zelro Map |
s+2 s+a Nl | =10 | ;
Submetendo este sistema a uma entrada o o
degrau (unitario), teremos: §os £
g ] SRR, * S S E 0
Y(z) = U(z) - G(z) . s g
< A (l—e_a ) £l | 0.5}
Y(Z) — . . -
-1 a (e S
A -4 -3 Rej Axis (Secon-(}S'1) 0 1 -1.5 -1 -0.5 ReaIOAxis 0.5 1 1.5
YIkT] == (1= p*)
a
l 1-exp(-2 t) l
onde: p = e ' =e¢7*1 =0,1353 i
y[kT]1 =1 —(0,1353) V k > 0 (mundo discreto) |
1 1 2t : B
yit) =L {Y(s)} =2 - Z (1 —e ) (mundo continuo) o5l
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Avancar para Métodos de Transformadas Inversa de Z

Arquivo: transformada_Z_parte_3.pdf
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