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|deia basica:

1. O projetista deseja saber se o sistema é estavel ou nao'.
Isto pode ser determinado examinando-se as raizes obtidas a partir
da equacao caracteristica do sistema, ou seja:

E(s)

R(s)

P

G(s -+ Y(s K G(s)
= ) R(s) =™ 17% G(S)SH(S)

— Y(s)

H(s)

K Ng(s) Dg(S)
Dg(s) DH(s)+K Ng(s) Ny(S)

_ Ne(s) _Ny(9)  entdo: FTMF(s) =
()= 5 © H(s)_m

B K G(s) Equagdo caracteristica
1+ K G(s)H(s)

FTMF(s) » 1+K G(s)H(s)=0

1Comentario: A estabilidade do sistema poderia ser determinada usando-se os critérios de Rout-Hurwitz, mas este
critério nao permite saber o tanto de overshoot ou tempo de ajuste do sistema para una entrada degrau.



Propriedades de um RL

A funcao transferencia de malha fechada é:

B K G(s)
FIMEG) = e amae &)

De (2), um polo, existe quando o polinémio caracteristico do denominador
se torna nulo:

KG(s)H(s) = -1  =1Z2k+DI80°,  k=0,+1%2,... (3)

Significa que:
1. |KG(s)H(s)|=1 sempre!

2. ZKG(s)H(s), sempre deve de ser multiplo impar de 7t (180°, 360°, etc)



R(s) + E(S) | K(s+3)(s+4)

Exemplo.: -

(s+1D)(s+2)

Malha aberta:

_____________________________________________________

K(s+3)(s+4) :
(s+1(s+2)

K G(s) H(s) =

Malha fechada:

T(s) = K(s+3)(s+4)

(1+K)s* +(3+7K)s +(2+12K)

Quandok=0: EC(s)=s"+35+2
Polosems=-1es=-2

CuandoK=1: EC(s)=2s"+10s+14

Cuando K>ow: EC(s) > s” +7s+12
Raizes em:s=-4ys=-3

Script MATLAB:

 >> ftmf=feedback (KxG, 1);
s> ftmf

s™"2 + 7 s + 12

2 s™2 + 10 s + 14

i >> pole(ftmf)
' ans =

-2.5000 + 0.86601
-2.5000 - 0.86601

' >> [num,den]=tfdata(ftmf,'v');

>> den

' den =

2 10 14

' >> roots(den)
i ans =

-2.5000 + 0.86601
-2.5000 - 0.86601

, >>

>> G=tf( poly([-3 -41), poly([-1 -21) ); |
>> zpk(G)

i >> roots( [17 12] ) |

Raizes em: s =-2,5+j 0,866

ans =



R(s) + E(S) | K(s+3)(s+4)
Exemplo,:

Malha aberta:

_K(s+3)(s+4)
KGO HS) =T D+ 2)

Malha fechada:
7(s) = K(s+3)(s+4)

(1+K)s* +(3+7K)s +(2+12K)

Quandok=0: EC(s)=s"+35+2

Polosems=-1es=-2

CuandoK=1: EC(s)=2s"+10s+14
Raizesem:s=-2,5+j0,866

Cuando K>w: EC(s)—>s" +7s+12
Raizes em: s=-4ys=-3

i (s+1)(s+2) > Y(s)

. Notar que:

. @ S30 considerados todos os valores positivos de K;
i Quando K- 0: os polos de malha fechada sao

iguais aos polos da FTMA(s), ou aos polos de
malha aberta.

i ® Quando K-> : os polos de malha fechada sdo

iguais aos zeros da FTMA(s).

_____________________________________________________________________



R(s) +

Exemplo.: -
Malha aberta:

K G(s) H(s) = K(s+3)(s+4)

(s+1(s+2)

Malha fechada:

T(s) = K(s+3)(s+4)

(1+K)s* +(3+7K)s +(2+12K)

Quandok=0: EC(s)=s"+3s+2
Polosems=-1es=-2

CuandoK=1: EC(s)=2s"+10s+14
Raizesem:s=-2,5+j 0,866

Cuando K>w: EC(s)—>s* +7s+12
Raizes em:s=-4ys=-3

Scrlpt MATLAB (continuag&o):
>> rlocus(G)

E(s)

K(s+3)(s+4)

v

Y(s)

(s+1D)(s+2)

ISystem: G

A

System: G
Gain: 17.3
Pole: -3.6
Damping: 1
Overshoot (%): 0

Frequency (rad/s): 3. 6

0

" Gain: 1.02

Pole: -2.51 + 0.866i
Damping: 0.945
Overshoot (%): 0.011
Frequency (rad/s): 2.66

A

Imaginary Axis
o
3]

1
—
T

System: G

Gain: 0.0923

Pole: -1.67 - 0.244i
Damping: 0.989
Overshoot (%): 0
Frequency (rad/s): 1.69

N/

Notar que:
e S30 considerados todos os valores positivos de K;
; e Quando K-> 0: os polos de malha fechada sdo

25 -2 -‘1.51 -1
Real Axis (seconds™)

iguais aos polos da FTMA(s), ou aos polos de

malha aberta.
e Quando K—>o: os polos de malha fechada sdo

lguals aos zeros da FTMA(s).

J——



Regras para desenhar o RL:

E(s) K (s)
R(s) K F—1 G(s) »Y(s) R(s)—T)=1— G(S T Y(s)
H(s)
m
2. _ S — Ci) , )
1+K G(s) H(s)=0 —— G(s)H(s) = =0 PSlos FTMA(s): x
2] = O(S — pl) K=0

1. Numero de tragos (curvas):
n,onde n é o nimero de polos de FTMA(s).
Cada uma das curvas se inicia num polo da FTMA(s) e termina
num zero da FTMA(s).

2. Inicio das trajetérias = Polos de G(s)H(s) (K=0):

A\ 4

zeros FTMF(s): o

3. Fim das trajetorias = Zeros de G(s)H(s) (K=o0): K>

4. Numero de trajetorias que vao (o partem de) -o0: = |[n - m| x
Se a FTMA(s) possui maior quantidade de polos que zeros
(como é comum), m < n, afirmamos que a FTMA(s) possui
zeros no infinito. Neste caso, o limite da FTMA(s) quando s o Axis

tende a infinito é igual a zero. O numero de zeros no infinito é
igual a (n-m), ou seja, a diferenca entre o nUmero de polos e
zeros, corresponde ao numero de tracos do L.G.R. que vao até //i-su

o infinito (assindotas). e o Axis

<
5. Simetria: 1L N\*
O grafico do RL é simétrico em relacao ao eixo Real. g
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Regras para desenhar o RL
EiZO(S—Ci)
Zj;l()(s_pi)

1+K G(s) H(s)=0 —— G(s)H(s) =

Angulos das Retas Assintotas, 8:

Se a EC(s) possui mais t polos que zeros, entdo o RL é assintético para t linhas segundo os angulos:
t=|n-mj

2b+1)-180°
6?=( ) b

Exemplos:
)
t Angulo assintdtico em relacdo ao eixo real para Polos — Zeros, t=p -z
=0,12,..,t—1 t=1,0 =180

t=2,0’s=90°e 270° (-90°);
t=3,0’s = 60°, 180° e 300° ( —60°);
t=4,0’s = 45°, 1350, 2250 (—135°) e 3152 ( —45°);

Centroide das retas assintotas:

0T X ¢t F . . >< :
t=2 t=

t=1 3 t=4

_ 2ppolos{G(s)H(s)} — Zyzeros{G (s)H (s)} 0 - (2k +1)-180°

C

O¢

In — m| |n—m]|



Exemplo de RL a mao:

+ E(s)

K(s+3)

R(s)

s(s+D(s+2)(s+4)

— Y(s)

Identificando os pontos onde o RL encontra o eixo jw,

Como ocorre guando K=maximo ganho, se pode aplicar o

critério de Routh-Hurwitz:

rs) = KG(s)

1+ KG(s)H(s)

K Ng(s) Dy (S)

H(s)=1

T(s) =

I'(s)=

Dg(s) Dy(s) + K Ng(s) Ny(S)
K(s+3)

Somente s’ pode levar a K< 0, entdo:

—K?—-65K +720 =0

s*+7s° +14s” +(8+ K)s +3K

>> K =
K —
-74.6456
9.6456
>>

roots([-1 -65 720]) |

- //
M Z
W T3,
4
e Kinazr = 9.6456
’ 0+ j1.5877

< % Ot s at " o
- —5 —4 —3 —2 -}1\ O 1 2
\\\\ —1
Arranjo de Routh: h
s4 1 14 3K
s3 7 8+K
Kooy | o (FBEE-T4) 90K 0
N 7 7 '
/ST\A ~K? — 65K + 720 A
\ 90— K - T
SO 21K \

90 - K .
— | S
7

(90 — K)

Formando o polinbmio a partir da linha s2, com K = 9,65:

, (Wzo

st 421K =0 €---"

(90 — K)s? + 21K = 80,3552 + 202,7 =0
>> roots([90-K(2) @ 21*K(2)])
ans =

® + 1.58771
© - 1.58771
>>

/
’



Exemplo de RL a m3o: L7

maz = 9.6456
) 0+ j1.5877
+ K(s+3 i
E(s) (s+3) , ///
R(s —> Y(s o - Y
) ™ s(s+1)(s+2)(s +4) R S T N \“o I
A\
Identificando os pontos onde o RL encontra o eixo jw, _ \
Como ocorre guando K=maximo ganho, se pode aplicar o Arranjo de Routh: \
critério de Routh-Hurwitz: 4 1 14 3K
r(s) = —— o) H(s)=1
S) = = 3
1+ KG(s)H(s) (5) : A 8K
rs) K N;(s) Dy (S) k<o | s (FEHEZTID 0K 5y
S = n )
Dg(s) Dy (s) + K Ng(s) Ny(S) T K265k T
T(s) = K(s+3) Mo W feoeee
s*+75 +145° +(8+ K)s +3K s° 21K “

\
Somente s pode levar a K< 0, entdo: Formando o polinébmio a partir da linha s2, com K = ?,65:

—K?—-65K +720 =0

=0 ’
90 — K —K? — G5KFT20) :
(275 )+ S5l 1K =0 o’

7 (90 — K)
Iz>_l< = roots([-1 -65 720]) (90 — K)s? + 21K = 80,3552 + 202,7 = 0
-74.6456 | >> roots([90-K(2) @ 21*K(2)])
9.6456 3 ans =

5> | © + 1.5877i
| 0 - 1.5877i

>>

10



Root Locus

Exemplo de RL a mao:

¢ Seja: G(s)= K(s+1)
s(s+4)(s* +2s+2) .,
¢ o
00 4 G

Numero de zeros: m =1 (z,=-1)

Numero de polos: n =4 (p;=0, p,=-4, p3,=-1%j 1)
NUmero de trajetdrias que vao (ou partem de) o, t = |[n-m|=]4-1|=3

Angulos das Retas Assintotas,

Neste caso, t = 3, entdio: 0 = 60°, 180° y 300° g 2o+ 1) 1807
RL sobre o eixo Real{s}: de p; 2 z, (paraaesquerda), —g12 . tt_ 1
Outros tragos: p, =2 ©, p3 =2 ©, p, =2 ©.

Centroide das retas assintotas:

O0—4-1-j-1+/)-(D _
_ _ Zn POIOS{G ()H ()} — X 2€108{G($)H (5)3 143

in = m O'=—§=—1,6667




Exemplo de RL a mao:

Root Locus

K(s+1
e Sea: G(s)= (2 )
s(s+4)(s”+25+2) 0,
Y ° < )( .
Angulos de partida o0 4 c
Jw A
~ | angle of departure = 180° — (6, + f, — ¢)
g
’ )% .
a
)62
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jo (imag part of s)

s+1

Outro Exemplo:  ¢@HE =

e Temosn=3polosems=-2,-1%1j.

s34+ 4s2+6s+ 4

Root Locus

e Temos m=1zero finitoems = -1.

[
T

e Portanto existe |3-1| = 2 zeros que tendem ao
infinito.

e Aequacdo caracteristica é: 1+ KG(s)H(s) = 0; o,
1+ KN(s)/D(s) = o,

[0

-5 -4 -3 -2 -1 0 1
o (real part of g)

. ouD(s)+KN(s)=s3+4sz+6s+4+K(s+1)=o%°—
Angle of departure shown in gray ) 2|
3l | | | | !
5 6
1 %5 : 75 +
o Real Axis
Qb Sy 21 ......... i
-1 .
2
-3

[
-0.5

0.5



Root Locus

Outro Exemplo 1
* E(s) K 10f
R(s > Y(s)
© A s(s” +6s+25) v
7 —
*  m=0 (num. zeros); ;e:
* n=3(polos); 5
., T 180° o
L mon ]

vV 6=60°%-60%180° T
) O 10 e

T
. )

=55 s

s”+65"+ 255+ . 10 8 6 4 2. e
Real Axis
Tabla de Routh:
>> num=1; >> roots([1 6 25]);

s3 1 25
s? 6 K
1 _150—K 0
> T

s K 0

Marginalmente estavel com K=150: -,
Pélos malha fechada em: s=0; s=... 2

>> den=conv([1 0],[1 6 25]);
>> g=tf(num,den)
Transfer function:

s"3 + 6 s"2 + 25 s

>> zpk(g)
Zero/pole/gain:

s (s™2 + 6s + 25)
>> rlocus(g)

ans =
-3.0000 + 4.00001
-3.0000 - 4.00001

>>
>>
5%s+150'))
ans =
-6.0000 5

© + 5.0000i .
© - 5.0000i

>>

eval(solve('s*s*s+6*s*s+2



Root Locus

Outro Exemplo 1
* E(s) K 10f
R(s > Y(s)
© A s(s” +6s+25) v
7 —
*  m=0 (num. zeros); ;e:
* n=3(polos); 5
., T 180° o
L mon ]

vV 6=60°%-60%180° T
) O 10 e

T
. )

=55 s

s”+65"+ 255+ . 10 8 6 4 2. e
Real Axis
Tabla de Routh:
>> num=1; >> roots([1 6 25]);

s3 1 25
s? 6 K
1 _150—K 0
> T

s K 0

Marginalmente estavel com K=150: -,
Pélos malha fechada em: s=0; s=... 2

>> den=conv([1 0],[1 6 25]);
>> g=tf(num,den)
Transfer function:

s"3 + 6 s"2 + 25 s

>> zpk(g)
Zero/pole/gain:

s (s™2 + 6s + 25)
>> rlocus(g)

ans =
-3.0000 + 4.00001
-3.0000 - 4.00001

>>
>>
5%s+150'))
ans =
-6.0000 5

© + 5.0000i .
© - 5.0000i

>>

eval(solve('s*s*s+6*s*s+2

17



Outro Exemplo

+ E(s) K

=
Ul

=
)

R(s)

s(s* +65+25)

*  m=0 (num. ceros);
«  n=3(polos);

. r-180°

0 =

m —n
Y  0=60°-60° 180°
* ey = G(s)
) =1%60)

. K

T(s)=

s +6s*+255+ K

Y POlos{G (s)H(s)} — X, zeros{G (s)H(s)}
o=

Ui
T

QY]

Ul

Imaginary Axis

In —m|
©[3-0]
™ Ponto de partida

Angulo de partida:

180°-30°

)

To find angle r

{c(s-2) osls -z} = {els - pi) oo 2(s - p,)}

=(2.i+1) =«

... i = some real integer

"+ r°) - {(180%30°) + 30"+ (180°55°) + 55°= (2. i +1 ) 18

>

___________________________________



Root Locus

Outro Exemp

+ E(s) K
s(s* +6s+25)

o

=
()

R(s) > Y(s)

.,
.
.
.,
.
5_ ’
-,
1
.

’

’

*  m=0 (num. ceros);

1

1

1

1

L
I~

N

1

1

1

1

1

1

Imaginary Axis
(o)
a

3 2
§7+6s"+25s+K 10 -8 -6 -2

«  n=3(polos); 7
o -180° S
o - T el —
vV  0=60° -60° 180° i
. . G(s) -10t
T =176 i
. K |
T(S) = _15 1 1 1 1 :
-2 0 .
Real Axis

_ Xy polos{G(s)H(s)} — X, zeros{G(s)H (s)} A
o= m— J
L (33
©[3-0]
Angulo de partida: -

angle of departure = 180° — (6; + 6, — ¢)

? ) &

Qy




Otro Ejemplo

+ E(s) K

R(s) s(s* +6s+25)

*  m=0 (num. ceros);
«  n=3(polos);

. r-180°

0 =

m-—-n
Y  0=60°-60° 180°
. T(s) = G(s)
) =1%60)

. K

I'(s)=

s +6s*+255+ K

Y POlos{G (s)H(s)} — X, zeros{G (s)H(s)}
o=

In —m|
|3-0]

Angulo de partida:

a =180° —126.87° — 90°
a = —36,87°

> Y(s)

Imaginary Axis
(o)
a

Root Locus

=
Ul

=
()

Ui
T

~— 9p1 =tan"1(4 - 3)
- \ 6,, = 126,87°

1
Ui
T

-10r
-15 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 o . 2 4
Real Axis
Jw b
h‘\

e

angle of departure = 180° — (6; + 6, — ¢)

Qy

20



Outro Exemplo

+ E(s) K

R(s) s(s* +6s+25)

*  m=0 (num. ceros);
«  n=3(polos);

. r-180°

0 =

m-—-n
Y  0=60°-60° 180°
. T(s) = G(s)
) =1%60)

. K

I'(s)=

s +6s*+255+ K

Y POlos{G (s)H(s)} — X, zeros{G (s)H(s)}
o=

In —m|
|3-0]

Angulo de partida:

a =180° —126.87° — 90°
a = —36,87°

> Y(s)

Root Locus

=
Ul

=
()

e

(V)]
o |

z\ S N \\\

c O[¢

[
o

©

E-57
—

-10r

- 1 5 1 1 1 1 1 1

-10 -8 -6 -4 -2 0 . 2 4
Real Axis
Jw b
h‘\

angle of departure = 180° — (6; + 6, — ¢)

Qy

21



Projeto usando RL

R(s) + g E(s)

|

C(s)

R(s) + g E(s)

C(s)

|

Gain Plant
|
K "I GG 26 +10)
(@)
Compensator Plant
K(s +0.1) 1
S (st+1)(s*+2)(s+10)
(b)

a) Antes da Compensacao

b) Depois de uma melhor compensacao.

22



