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Procedimento Para Projetos

1) Desenhe o diagrama do lugar das raizes para o sistema;

2) Assuma que é um sistema de 22 ordem com ou sem zeros e encontre 0
ganho que cumpra com as especificacoes de resposta transitoria;

3) Justifique a aproximacao para um sistema de 2° ordem encontrando a
posicao de todos os polos mais rapidos e considerando o fato de que estao
muito mais afastados do eixo jw que os pares dominantes de 2a-orden!

4) Também verifique que os zeros de lago fechado sao aproximadamente
cancelados pelos polos de maior ordem (os dominantes).

5) Se esta hipotese nao pode ser justificada, sua solugao tera que ser simulada
com o fim de garantir de que se cumpre com a especificacao para a
respuesta transitoria.



Respostas transitorias

Sistema de 1?-ordem

= Im{s} Resposta em malha fechada:
R(s) sta cs) C(s) = R(5)G(s)
1 K
\/ - .
/\ Refs) C(s) s (s+a)
-a C(s) = Kla  Kla
s (s+a)
: ‘ rStep Response
op — - K K
0b : c(t)=———e &
ok 1/4 | a a
8° G(s) = ———
20p (s+14) |
Eok
<<
0.4
0p Constante de tempo > 7 =—
0.p a
O'L/ _ | | | 231 011 22 € Tempo de subida:
% Tr |5 10 15 20 25 Tr = — = K/a*[0.1 ~ 0.9]
r | Time (sec a a a
Is 4 < Tempo de assentamento:
1/a 4/a Is = — K/a*0.98

a



Respostas transitorias

Sistema de 1?%-ordem

Im{s} Resposta em malha fechada:
K K
K c(t) = — — —e 2t
R(s) s +a C(s) \/ a a
ZaN 1
Re{s} —
-a Constante de tempo > 7 = 4
Tempo de assentamento > ¢, =— =4~
a
Comparando 3 sistemas de pdlos simples reais: (= K/a*0,98)
Pole-Zero M : Step R
| Poemeoler g, StpResonee
14 — 00 ’
GI(S) — — — < I
) @ T%O-5 mais rapido! 08
7 2.6
Gy(s) = > R
S —|— 7 &_< 0 _..x ........................................... a
> o4
| g
Gs(s) = —— Sos —-
i S + 1 § 0.21 G; |
G3
-1 - 0 _—
-15 10 5 0 0o 1.2 3 4 5

Real Axis (seconds'1)

Time (seconds)



Respostas transitorias

Sistema de 1?%-ordem

Pole-Zero Map

Step Response

1
14 — 0
GI(S) — — —~ < . —
S '90.5 mais rapido!
C
(@]
7
Gy(s) = o M
sH7 % 0
-
©
£
G;(s) = ——— go.s- : ol —arl
A) + 1 —_ ’ G2
G3
-1 - 0 - - - -
-15 -10 -5 : 0 0 1 _ 2 3 4 5
Real Axis (seconds’') Time (seconds)
Matlab:
>> G1=tf (14, [1 14]) >> G2=tf(7, [1 7]1);
>> G3=tf(1, [1 1]);
Gl = >> figure; subplot(121); pzmap(G1l,G2,G3);
>> subplot(122); step(G1,G2,G3);
14 >> axis([0 5 @ 1])
s + 14

Continuous-time transfer function.



Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1
R(s) = — €« Degrau (unitario)
S

1

R(s) —

(s +2)(s +4)(s + 10)

1
C(s) =

s(s+2)(s +4)(s + 10)
>> num=1;
>> den=poly([0 -2 -4
-101);

>>
[r,p,kl=residue(num,den)

r =
-0.0021
0.0208
-0.0313
0.0125

p:
-10.0000
-4.0000
-2.0000
0

K =

[]

>>

C(s)

Resposta em malha aberta:

K K K K
Cs)=—+—2 2 4 ¢

S s+2) (+4) (s+10)

— — —
c(t)=K,+K,e *"+K,e “"+K e '

l-s 1

K = =—=0,0125
: s(s+2)(.s~+4)(s+1o)|-”0 80
1-(s+2)
K,= lss—2
s*(s+2)(s+4)(s+10)
1 1
K,= 5 ,=—=—=-0,0312
2 s(s+4)(s+1o)|-**—~ 32
K.,= 1 | —L _0,0208
3 s(s+2)(s+10)°>"* 48 7
K,= : | —— L — 00021
Yos(s+2)(s+4)°71% 480 ’



Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1
R(s) = — €« Degrau (unitario)
S

Resposta em malha aberta:

1 K K K K
RiS) — Cls) Cls)=—tt—2—p—2 4
(s +2)(s +4)(s + 10) s  (s+2) (s+4) (s+10)
1 c(t)=K,+K,e *"+K,e “"+K e '
C(s) = i. ’
s(s +2)(s + 4)(s + 10) K, = > | 50==—=0,0125
s(s+2)(s+4)(s+10)" 80
>> num=1;
! 5 ( )
iz@t]j()er;\—poly( 0 -2 -4 [r,p,k]l = residue(b,a) finds the residues, poles, and direct term of a
>> Partial Fraction Expansion of the ratio of two polynomials, where the expansion is
[r,p,kl=residue(num,den) < of the form:
r= b(s) b,s"+b, s"1+ ... +bs+b, r, Yy r
-0.0021 = - = +...+ + + k(s).
0.0208 a(s)  as"+a, "M+ tais+ag s—p, S=py  S—Di
-0.0313 D— = | —— —gu08
o = 0.0125 P os(s+2)(s+10) 577 48 T
-10.0000 1 1
-4.0000
_ K,= =——=-—0,0021
2'0008 N S(S+2)(.S‘+4)|”_'0 480
K =
[]
>>


https://la.mathworks.com/help/matlab/ref/residue.html#bupndeb-2

Respostas transitorias

Sistema com polos reais

Resposta em malha aberta:

S —> S) =
(s +2)(s + 4)(s + 10) (s) s (5+2)  (s+4)  (s+10)
C(t) — Kl + K26_2t + K3e_4t + K4e_10t
1 1 1 1

C(f) — E _3_2e—2t+£e—4t_ﬁe—10t
Matlab:
o> num:l; ( [ ] ) oot tep Response
>> den=poly([-2 -4 -10]); c Al
o~ c=tf{num,den): ~ Valor final:
>> Zpk(C) . 0.01} 7\
Zero/polfle/galn: ' c(o0) = lim s - C(s)

3 0.008 1 S—>O
“““““““““ g 1.5
(S+1®) (S+4) (S+2) & o008 ClOO) =
(c0) s(s+2)(s+4)(s+10)

>> dcgain(c) 1
ans = 0.0125 c(o0) = — =0,0125
>> 0.002) 80




Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1

R(s) —

(s +2)(s +4)(s + 10)

C(s)

Resposta em malha aberta:
C(s) =—+ + +
S (s+2) (s+4) (s+10)

c(t) = K, + Kre ™ + Kye™ + K, 10"

1 1 1 1

. N ()= — —— g 24— 4 _ e—lOt
Matlab: outra forma para c(«): (1) 30 32 48 480
>> den=sym('(s+2)*(s+4)*(s+10)") .
den — vors ep Response
(s+2)*(s+4)*(s+10) —  Valor final:
>> subs(den, ) \\
ans g@ ' c(oco) = lim s - C(s)
g 0.008} 1 s—0
] 1-s
>> £ oo C\®0) =
(c0) s(s +2)(s +4)(s + 10)
1
C =— =0,0125
(00) =25




Respostas transitorias

Sistema com polos reais

Resposta em malha aberta:

— C =
R(s) (s +2)(s + 4)(s + 10) C(s) =3 +@+2Y+@+4Y+®+1®

c(t) = K, + Kre ™ + Kye™ + K, 10"

1 1 1 1
c(t)=— ——e 4 —e ¥ — o~ 10

80 32 48 480

0.03 —_—s=-2 |
Matlab: verificando impacto de cada polo: 0.05 | —s= -?O
>> fplot(@(t) [(1/80)-(1/32)*exp(-2xt)], [0 3]) 0.0z 5=
>> hold on
>> fplot(@(t)[(1/80)+(1/48)*exp(-4xt)], [0 3]) 0015}
>> hold on oot
>> fplot(@(t) [(1/80)-(1/480)*exp(-10xt)], [0 3])
>> legend('s= -2','s= —-4','s= -10") 0.005 |

OF

-0.005

-0.01

-0.015 |

10




Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1
R(S) —| G+2G+dHGs+10 [ C(s)

Avaliando as respostas de cada polo individualmente:

1 . . 1 - 1
0.8} 1 0.8} 1 0.8}
0.6} ] 0.6} 1 0.6}
—s=-2 —s=-4 —s=-10
0.4} ] 0.4} 1 0.4}
0.2} ] 0.2} : 0.2
0 - - 0 - - 0 - ‘
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Pole-Zero Map
1 T
0.8
‘I_—\O.G

>> figure; fplot(@(t)[(1-exp(-2xt))1,[0 3]1) HX
>> legend('s = -2"') o2}

>> figure; fplot(@(t) [(1-exp(-4xt))], [0 3])
>> legend('s = -4"')

>> figure; fplot(@(t) [(1-exp(-10xt))], [0 3])
>> legend('s = -10"')

>> figure; pzmap(c)

o
%
3
H

ma%inarx Axis (s
I O

|
o
o

o
(-]
T

[
-

-12 -10 -8 -6 -4 7 o M
Real Axis (seconds™)



Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1 Resposta em malha aberta:
R(s) —| G+26+4Hs+10 [ C(S) K K K, K,
C(s) =

+ + +
s (s+2) (s+4) (s+10)

C(t) - Kl + K26_2t + K3e_4t + K4e_10t

Matlab: , , , ,
>> figure(3); pzmap(c _ _ _
gure(3); pzmap(c) ()= — ——e 24— =4 _ o101
Pole-Zero Map 80 32 48 480
1 T
0.8 0.03 —_—S=-2 |1
06 0.025 | —s=-4
2 —s=-10
c04r 0.02 k
8 b
8’ 0.015
0 (1) SELECITTIITITrS S ¥ P ¥ LT T TR S ’
x
-
;ﬂz_ 0.01
1]
£04 0.005 |-
1]
Eos of
0.8 -0.005 |
2 0 " P 4 2 0 -0.01}
Real Axis (seconds‘1)
-0.015 |
12




Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1 Resposta em malha aberta:
R(s) —| G+26+4Hs+10 [ C(S) K K K, K,
C(s) =

+ + +
s (s+2) (s+4) (s+10)

C(t) - Kl + K26_2t + K3e_4t + K4e_10t

Matlab: , 1 , ,
>> figure(3); pzmap(c _ _ _
Pole-Zero Map 80 32 48 480
1 T

0.8 0.03 —_—g=-2 |-
06 0.025 | Rl
w ' —s=-10
2o4r . iy
=] b
0.2 i
o —— 0.015 |
;’_: (1) SELECITTIITITrS S ¥ S P ¥ LT T T Weemggrmreraan -
;0_2 i . 0.01F
g
‘50-4 . 0. i
1]
Eos - 0 \

0.8 -0.005 |

2 0 " P 4 2 0 -0.01}

Real Axis (seconds‘1)
-0.015 |
13

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3



Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1 Resposta em malha aberta:
R(s) —| G+26+4Hs+10 [ C(S) K K K, K,
C(s) =

+ + +
s (s+2) (s+4) (s+10)

C(t) - Kl + K26_2t + K3e_4t + K4e_10t

Matlab:

>> figure(3); pzmap(c) ) =L_ie—2f+ie—4t_ 1 ,-10
; Pole-Zero Map 80 32 48 480
0.8} 0.03 —S=-2
— ey — ool

0.02 |

econd 1)
o o
N £~

. L

2 : 0.015 |

= (1)) SECTIITTTITTII. P reerrennrnn g P e ngran e ganes ) S TT TN -

ool s . 0.01F

20

‘50-4 . 0. i

®©

§0.6 - 0 .\
0.8

-0.005

[
g =k
iy
N

-10 -8 -6 -4 -2 0 -0.01 f
Real Axis (seconds‘1)

-0.015 |

1 1 1 1 1 14_
0 0.5 1 15 2 25 3



Respostas transitorias

Sistema com polos reais

1 Resposta em malha aberta:
R(s) —| G+26+4Hs+10 [ C(S) K K K, K,
C(s) =

+ + +
s (s+2) (s+4) (s+10)

c(t) = K, + Kre ™ + Kye™ + K, 10"

Matlab: . | : |
>> figure(3); pzmap(c) (f) = — — ey o~ 10t
Pole-Zero Map 80 32 48 480
1 T T r r r

0.8 1 0.03 —_—s=-2 |
~0.6 | . | —s=-4 |}
‘:Uo 4t m\ —35=-10
S 0.02} 1
§0'2 e e"y T
;; 0 ......... .?...x..: ....................................... .‘...*....‘ ........ x....r-.....< 15 i
§ o e p—
;0-2 | as as 001 B
50.4 0.
£

|
o o
o] (<2}

o
l/ |

-0.005

-
T T

12 -10 -8 -6 -4 -2 0 -0.01 f
Real Axis (seconds‘1)

-0.015 |
15







Desenho do RL e encontrando

pontos chaves

K(52 — 45 + 20)

Exemplo: G(s) = 16T

=045 6 = 180° — arccos(0.45) =116.7° \

>> num=[1 -4 20]; -
>> den=conv([1 2],[1 4]); e e R 1 2 S
>> g=tf(num,den)

Transfer function:

s*2 - 4 s + 20 Questoes:

>> zpk(g) ..
Zero/pole/gain: « Cruzamento com eixo j@

(s™2 - 4s + 20)
(s+4) (s+2)
« Ponto de quebra
>> roots(num)
ans =
2.0000 + 4.0000i _
2.0000 — 4.00001  Faixa de K (ganho):

>> rlocus(g)
>>

17



Respostas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

Y (s) w? b
FTMF(s)= = — =
(s) R(s) 82+2Cwps+w? s24as+b
Y(s) K B K( wy, )
R(s)  (s+p1)(s+p2) 5% 4 2Cwns +wy 4,\\ 3 casos:
, : : 1) Raizes reais:
D e e — /1 _ /2 ,
polos em: s = 0 £ jwg Ow 8= —(Wn E jwp V1 —¢ w / a) Distintas;
/ b) Iguais;
0< (<1 / ~ 2) Raizes complexas:
e P a) Distante de jw;
JWd o = wycos (@) =wn(; b) Sobre jw.
wg = wpsin(a)=w,\/1— (3%
—0 ° ¢ = cos(a)

oooooooooo —(,Ud

18



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

Sistema superamortecido = ( )
1 b
R(s) = — > N g Y(s)
S S ‘I’ as —I_ J 1 Pole-Zero Map
9 0.§
3 casos: G, (s) = 0.6
1) Raizes reais: s24+9s5+9 0.4

a) Distintas; ) _
2 polos reaisem —p,; e —p,

5 -0.2

Y(s) K w, 0.4

Imaginary Axis
o

R(s) (s+p,)(s+p,) sS42TC wn+wi 0.6

w=9-w =3
n n

o -5 -4 -3
9 Real Axis
6 Step Response

-})(t'):chilnll-Fchip:{ 0.9}

y(@) =1+ 0,1708¢ 754 — 1,1708¢ 1145 |

T y(t) =1+ 0,1708¢ 7785411 — 1,1708¢ 114597 ]

Amplitude
o
(3

Sistema superamortecido

( ) 03]

Overdamped response = 04|

0 1 2 3 2 5 6
Time (sec) 1 9



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

1 b Sistema superamortecido " ( )
R(S) :"_.'0 ‘Tr'_-_wﬁn Y(S)
.: : : 82 —I_ 0 —|_ b .: Pole-Zero Map
0.. s? ........ ---“"" )
9 0.8
3 casos: G, (s) = 0.6

1) Raizes reais: s2+9s+9

Imaginary Axis
o

a) Distintas; . _
2 polos reais em —p, e —p, Y S
Matlab: _ 2 0.2
> num-9; o) K, m
>> den=conv([1 @],[1 9 R(s) (s+p)(s+p,)) s +2Tw,+w, 0.6
El) ; ‘/v’_: :9 N \1-’" :3 -0.8
. R 6 5 4 3 2 0
[r,p,kl=residue(num,den) 9 Real Axis
r = ngzl,s
@. 1708 ' ., . ; . Step Relsponse
~1.1708 y(t)=K,e ""+K,e " s
1.0000 0.8}
p = y(t) = 14 0,1708¢ 78517 _ 1 17081149 | |
-7.8541 .
_1 . 1459 E oy y(l) =14 0’17086—7,854” _ 1’17086—1,145% .
0 Sistema superamortecido = £ Zj 1
0 ( )
>> ftmf=tf( 9, [1 9 9]); ol
>> pzmap (ftmf) Overdamped response = oal |
>> StED(ftmf) 0 L . . , .
0 1 2 83 4 5 6
Time (sec) 20



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

1 b W Amortecimento critico = ( )
R(s) = - 5 » Y (s)
S S —I— as —|— bJ o Pole-Zero Map
9 0.0
3 casos: G(s) = 0.0
1) Raizes reais: s2+65+9 £ 00 e _
< Pole : -3 - 3.73e-008i
, : 2 0.0 833'3'&?3&1%%): 0 :
b) Iguais 2 polos reais em —p; e —p, S — LA TR N — |
pPip=-3 £ 00
3 -0.0
Y (S ) = K =k W; -0.0
R(s) (s+p)(s+p,) SH2Cw,+w. 0.0
w,=9-w, =3 B T T 6 1
Real Axis
C 6 Step Response
= — = 1
6
y(t) = Ky+ Kje ™ + Kte™
— [ -3t
y(t)=1—-3te 3 — e 3
:
Amortecimento critico » <
( )
Critically damped
& 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 21

Time (sec)



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

1 b W Amortecimento critico = ( )
R(S) = = 5 > Y(S)
S S —I— as —|— bJ o Pole-Zero Map
9 0.0
3 casos: G(s) = 0.0
1) Raizes reais: s2+6s+9 %00 Bota T3 U3.73¢-008
, . 2 00 8332“’3&1-%): 0
R 2 polos reaisem —p; e —p, - ..__F.rsﬂ.l.!?.r_!.c_x_ir_aﬂ!ﬁes)i_§._..__..__..__.,§ ____________________ ]
Matlab: :
. Pio=— 3 = 0.0
>> num=9; ’ ;
>> den=conv([1 0],[1 6 Y(s)_ K _ W, Zz
91); R(s) (s+p,)(s+p,) SH2Cw, +w’ .
>> ! ! -0.0
[r,p,kl=residue(num,den) wi:9—>w”:3 0.5 w 3 2 A 5 1
r = Real Axis
-1 C 6 | Step Response
_3 = — =
6
1
p = y(t) = KO + Kle_at + Kzte_at
-3 3 -3t 2 -3t
-3 y(t)=1-3te™¥ — e E
0 £
kK = . Amortecimento critico = <
o> ftmf=tf( 9, [1 6 9]); c=1)
: gigg?gm;) Critically damped =
—— § 05 1 1.5 2 25 3 3.5 22

Time (sec)



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

1 b : e
R(s) W >Y(s) Sistema subamortecido = ( )

Pole-Zero Map

4
: 9
3 casos: G(s) = 3 .
s2+2s+9 2l
2 polos complexos em —p; e —p, g B
o . . 2 1) TS SRR
2) Ralze_s complexgs. Y(s) = _ W %_1 _
a) Distante de jw;  R(s) ™ (s+p)(s+p,) s +2Cw,+w’ 5,
3 ET
pl.: =0 __+_j M'}d 1Ivd :‘Ivn Sin((X):W"" \(1 _z;- -3 F *
Pio—— 1+ J \’g L = 3 0.5 g 0.5
2 f -1
w =9-w =3 Redliep RéZponeds )
n n 14 - - - .
2
C:€=O’3333 12}
}/([):1_0 ([COS( V,‘T;t)_*_\fx_gsin(v’gt )] ST UUUREUENY SRR, WP -ovtom-
y(t)=1-1,06¢ ‘cos(y8¢—19,47°) 3
-a% g-
y(t)=1—4e " cos(w,t—¢) <
0.4
Sistema subamortecido =
0.2
( )
0 1
0 1 6 7

underdamped response = Time (seconds) 23



Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden:

1 b W Sistema oscilatério = ( )
R(s) = - 5 » Y (s)
S S —|_ as —|_ bJ Pole-Zero Map
4 T
3 casos: G(s) = 9 =, :
s24+9 5|
2 pé|os Comp|exos em i]a)n go .......................................................................................................
2) Raizes complexas: p 2 Il
R(s) (s+p)(s+p)  s*+2Cw,+w] Bl
’ — 3t %
b) Sobre jw. p=+ 3 4 | ’ |
- -1 -0.5 0 0.5 1

Real Axis (seconds")

w =9-w =3
n n Step Response

C:O 18
y(¢t)=1-cos(3t) 16k
y(t)=Acos(w t—o)

Sistema oscilatério = £ |
( ) 06}

undamped response

2 3 4
Time (seconds) 24



FTMF(s)

Respuestas transitorias

Sistemas de 2a-orden — Resumo:

» Super amortecido: { > 1

'-::, Pole-Zero Map Step Response
9 >> pole(g1) R - : : 1 . .
5 -7.8541 § 3
s“4+9s+9 -1.1459 2 olox y 205l
x 3 Y-
< £
> <
. ©
» Subamortecido:0 < { < 1 gl 0 P -
g -8 -6 -4 -2 0 0 1 . 2 3 4 5
9 >> pole(g2) = Real Axis (seconds™) Time (seconds)
5 -1.0000 + 2.8284i "n Pole-Zero Map Step Response
s2+2s+9 -1.0000 - 2.8284i g T —
—I_ —I_ ! % 2 * g b N e
. 2 o} 2
y(t) =1 —exp(—Cwpt) - |cos (wqt) + L sin (wqt)| % 50
V1-—¢? 22r N <
z . o = wy(; '%‘4 : : : . i 0 . . . ,
polos em: s = o0 + jwy ’ g -8 -6 -4 -2 0 0 1 2 3 4 5
wg = wny/1-C% - Real Axis (seconds™) Time (seconds)
R Pole-Zero Map Step Response
» Oscilatério: ¢ =0 g % ? '
O 2+F :
9 >> pole(g3) = é
0.0000 + 3.0000i %0 3
S2 + 0] 0.0000 - 3.0000i 220 M <
%_4 L L L L i 0 1 L h
g 8 6 4 2 0 0 1 2 3 4 5
- Real Axis (seconds'1) Time (seconds)
T Pole-Zero Map Step Response
» Criticamente amortecido: { = 1 g | | | | ‘
(0] ()
9 >> pole(g4) = ol . E o5l
-3.0000 + 0.0000i - e
2 . > £
s“+6s+9 -3.0000 - 0.0000i 2
88 s 4 2 o % 1 2 s 4 s
Y (s e b = Real Axis (seconds™') Time (seconds)

R(s) s2+2(wps+w?2  s24+as+b



FTMF(s)

Respuestas transitorias ro=t [

2
Sistemas de 2a-orden — Resumo: il

» Super amortecido: > 1

9 e(g) "_; Pole-Zero Map Step Response
>> pole(g S 1 : : : : 1 . ; :
_7 8541 8 ( W o ( R
s24+9s+9 3 =
» Subamortecido:0 < { < 1
9 >> pole(g2) "
> -1.0000 + 2.8284i '%, Pole-Zero Map Step Response
s +2s+9 -1.0000 - 2.8284i 5 x
¢ . :
y(t) =1 — exp(—Cwpt) - |cos (wgt) + ———=sin (wqt)| 2 g
V1= (? > <
g X
polos em: s = 0 + jwy T = e g .
wi = wa/I-C5 = Real Axis (seconds™) Time (seconds)
T Pole-Zero Map Step Response
J S EESS
Q
9 >> pole(g4) - i . é
= -3.0000 + 0.0000i 2 59°
s+ 6s+9 -3.0000 - 0.0000i 2 <
€4l . . . i - . . . .
g -8 -6 -4 i 0 0 1 0 3 4 5
Y( 8) w2 b o Real Axis (seconds ') Time (seconds)

Controle Automatico I Ris) 82+ 2w s+ w2 2 - as+ b



Sistemas de 22 ordem — Detalhes

b w2

2+as+b 242w, + w2

FTMF(s) =

 Frequéncia natural de oscilacao, w,: frequéncia de oscilagédo do
sistema sem amortecimento ™ polos puramente imaginarios: a = 0,

polos sobre jw em: ij\/z W, = \/E b= w?.

. Coeficiente de amortecimento, {: os polos complexos contém parte
real, o igual a —a/2. A magnitude deste coeficiente modula o
decaimento exponencial:

lo| al2
(= =—; a=2w,
a)l’l a)l’l

27



Sistemas de 22 ordem — Detalhes

4 Poles Step response

NGO ()

s-planc

J O,
0 - 0
2 fa, - 7
— b — a)n Undamped
FTMF(s) = — = — -
s+ as + b s+ 2560,1 + Wy j@ s-plane ef1)
X 4 jo, 1= {3
0<{ <1 - O
—‘:(')”
. ~— ‘ f
X -fo, 1 — &= Underdamped
X “
s-plane !
& | }2( -

‘:".")ll

Lrnnea da ”I:\"l,

-y (‘(")
Q@+ @y (/4 | A '
\ s-plane

\
g1 X—K——> 0 r
4

i
A:(Uv.'- w, ";:" =1 5 >8

Overdamped




Sistema subamortecido

» Resposta ao degrau:

, . . K mn K, K,s+ K,
C(s)=R(s)Y (s)=— . = — Sl IO Sl it B
s(s+p)(s+p,) s(s"+2Cw, +w,) S s +2Cw, +w,

« Assumindo: 0 < ¢ < 1 (sistema subamortecido):

(s+Sw,) +

1
C(s)=—-
S (s+<w)*+w (1-C7°)
c(f) =1- €' (cos w,A[1 - %t + x > sin w y1-¢2t)
vi=¢
1 —(w t / 2 N -1 o / 2
=1- —e cos(w,\1-¢°t—¢) where ¢ =tan™ ({//1-7)
e
\, o
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

c(f) A
Tolerancia aceitavel
M, A /‘i\ + $ * 0,05
1 Y : ———— mm—— T 1~ / ou
| | \/__ ________________ 002
L - }
ty | | |
/1 :
| | |
0,5 |--——- L |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
O |

-~ —

A

Y

~Y

Parametros temporais:
1. Tempo de subida,

2. Tempo de pico, ¢

) r’
) p,
3. Maximo sobressinal, Mp,

% OS (overshoot);

4. Tempo de acomodacao,
(settling time);

5. Tempo de atraso, 1.

I S’
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

c(1) Paradmetros temporais:

Tolerancia aceitavel

| b o0s 1. Tempo de subida, 7,;
~_— A‘J@ o 2.Tempo de pico, 7,;

| * $ 0,02

| 3. Maximo sobressinal, M,
| Tempo de atraso, 7;: tempo requerido para que a % OS (overshoot);
| resposta alcance metade de seu valor final pela 4. Tempo de acomodacao, ¢ o

primeira vez.
(settling time);

5. Tempo de atraso, 1.

~Y

Y
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

04 Tolerancia aceitavel Parametros temporaiS'
o /‘:\ | b o0s 1. Tempo de subida, 7,;
P . U S 2 A )
| Y i R —— ‘_j\ﬁ// ou 2. Tempo de pico, 7,;
I . * $ 0,02
g | | 3. Maximo sobressinal, Mp,
0 |oo | | % OS (overshoot);
i i 4. Tempo de acomodacao, f,,
f ' \ (settling time);
0 Tempo de subida, ¢, (rise time): € o tempo requerido 5. Tempo de atraso, td'
-~ para que a resposta passe de 10 a 90%, ou de 5% a
g < 95%, ou de 0% a 100% do valor final. Para sistemas
v de segunda ordem subamortecidos, o tempo de
< subida de 0% a 100% é o normalmente utilizado. Para

os sistemas superamortecidos, o tempo de subida de
10% a 90% é o mais comumente utilizado.

——— e
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

c(f) A

Tolerancia aceitavel Parametros temporais:
ﬁ ! b o0 1. Tempo de subida, 7,;
——— ou 2. Tempo de pico, t.;
f ! 0,02 P
3. Maximo sobressinal, Mp,
% OS (overshoot);

4. Tempo de acomodacao,
(settling time);

5. Tempo de atraso, 1.

I S’

~Y

N

Tempo de acomodagao, 7, (settling time): é o tempo
necessario para que a curva de resposta alcance
valores em uma faixa (geralmente de 2% ou 5%) em
torno do valor final, ai permanecendo
indefinidamente. O tempo de acomodacgao esta
relacionado a maior constante de tempo do sistema
de controle.

N e
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

c(?) |

Tolerancia aceitavel

0,5

c(t,) — c(c0)
% O0S = —2 x 100 %

c(c0)

-~ —

A

Mp ou % OS = sobressinal, calculado como:

——— e

Parametros temporais:
1. Tempo de subida,

2. Tempo de pico, ¢

) r’
) p,
3. Maximo sobressinal, Mp,

% OS (overshoot);

4. Tempo de acomodacao,
(settling time);

5. Tempo de atraso, 1.

I S’
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Respostas de Sistemas de 2° ordem...

Step Response

14 o -
Parametros temporais:
12r ] 1. Tempo de subida, 7,;
Systems > 2 T d . l—
[ SLEITIITH SEEPTPRPPRTTeY 213 o P k R - .
i - Tempo de pico, 4,
o8  Normaiz seodysate |1 3. Maximo sobressinal, M,
o
Eos| properties .. - % OS (overshoot);
04} . 4. Tempo de acomodagéo, f,,
sl (settling time);
9. Tempo de atraso, 1.
00 1 .3 4 5 (Is 7
Time (seconds)
Matlab: >> stepinfo(G)
>> G=tf(9, [1 2 9]); ans = . .
>> zpk(G) struct with fields:
RiseTime: 0.4568
9 SettlingTime: 3.7005
—————————————— SettlingMin: 0.8916
(s™2 + 25 + 9) SettlingMax: 1.3293

Overshoot: 32.9277
. : : Undershoot: @
Continuous-time zero/pole/gain model. Peak: 1.3293
PeakTime: 1.1052

>> step(G) >> 35



Respostas de Sistemas de 2° ordem...

System: G
Peak amplitude: 1.33

ngrshoot (%): 32.9 ponse
[l — JAttime (seconds): 111/ | | Parametros temporais:
| -
12 | Svetom: & | 1. Tempo de subida, 7,;
' ystem:
: Settling time (seconds): 3.7 2. Tempo de piCO, t;
| BT D T NI T T 2 o o e i e ~ p
L | | System: G SV v
ol fomsem i Fina value: 1 3. Maximo sobressinal, M,
s ' : : Risle time (seconds): 0.457 : % [OAY (OVGrShOOt);
g i Ji i ~
26 [i] | . 4. Tempo de acomodagéo, f,,
5 i : _ (settling time);
7 . } 5. Tempo de atraso, 7.
oot I i :
y o !
| | |
0 | i |i ! ! i ! ! !
0 1 ° Tir%e (secon?:is) ° 7 >> stepinfo(C)
ans =
Matlab: struct with fields:
>> G=tf(9, [1 2 9]);
>> zpk(G) RiseTime: 0.4568
SettlingTime: 3.7005
9 SettlingMin: 0.8916
—————————————— SettlingMax: 1.3293
(s"2 + 2s + 9) Overshoot: 32.9277
Undershoot: @
Continuous-time zero/pole/gain model. Peak: 1.3293
PeakTime: 1.1052

>> step(C)

>>
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Respostas de Sistemas de 22 ordem

subamortecidos (0 < { < 1)

System: G
Peak amplitude: 1.33
Overshoot (%): 32.9

ponse

14— Attime (seconds): 1.11
|
1.2 I
i System: G
| Settling time (seconds): 3.7
it Aot Ut ne—te— =
- i i System: G
i | System: G | Final value: 1
'§0'8 _E : Rise time (seconds): 0.457 : |
= . . ! .
SN I |
Q6P [P i
S IR !
N |
04K | |
Y B !
o2ty 1 ! !
R !
S !
0 | | | ! | !
0 1 2 5 6 7

_& 4
Time (seconds)

Tempo de pico, L (peak time): se obtém

1 resolvendo 9 = 0:

ot
. L w’ |
0= =1 (e(t)) =L (51— )
dt S sT+2Cw, s+w,
w . ' .
. ; -Tw Il . | 2
¢(t)=——s e “"'sin(w,V1-C’1)

n = 0: primeiro ponto da curva de resposta (inclinagédo zero);

n = 1: primeiro pico, equivale a ¢

=tp2

/A
| —

g wnvl_éz
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Respostas de Sistemas de 22 ordem

subamortecidos (0 < { < 1)

System: G
Peak amplitude: 1.33

Overshoot (%): 32.9

1 Attime (seconds): 1.11

PR —_—————— - —_———— e — - s

' System: G
: Rise time (seconds): 0.457
|

ponse

System: G

Settling time (seconds): 3.7

- System: G
Final value: 1

1 2

% OS = exp

Percentual de overshoot (sobressinal), % OS:

c,..—C;.
%OS: MLX final X 100%

cﬁnu[
Cmax = €(2,); uso da equagéo anterior sobre:
c(t)=1—¢ “"'[cos(w,V1—=T2t)+- G ,,sin(w,,\"l—?;zt))
V1-T°
— o V=1 — e (EANT=T) S
Con—clt,)=1—¢ cos()+- =sin ()
Vv1—-¢&~

c -1 +Cfl:t_1tf‘v‘?!
Cﬁnul =

—In(%0S/100)

V72 + In2(%0S/100)

38



Respostas de Sistemas de 22 ordem

subamortecidos (0 < { < 1)

System: G
Peak amplitude: 1.33
Overshoot (%): 32.9 ponse

ar— Atitime(seconds) 1A ' ' Tempo de assentamento (settling time), #,
ol : (2 % de tolerancia):
' i System: G
' Settling time (seconds): 3.7 )
1 Eimin _-:-:-%:-:-:-;- T A e e 3 Apartir de:
| _ i i S.ystem:G. | e — . —
gl [ System:G ! Finalvalue: 1| ¢(¢)=1—e " |cos(w,V1—=T"t)+— =sin(w,V1-T"¢)
:%0. : : Rise time (seconds): 0.457 : V1-T°
go S i |solamos:
: I I I I
| ' ' ' —CTw,! 1
T i e ——==0,02  (4.40)
ST i ' V1-¢
| | | |
ookl 1o I Sabe-se ainda que em ¢t = y
| | | |
L | ] - |
ol i ] | . cos(w V1-T t—¢)=1
0 1 2 5 6 7

_& 4
Time (seconds)

Resolvendo (4.40) para t = %

—In { 0,024 /1 — 4’2 O numerador desta eq. varia entre 4
391a4,74enquanto0 < { < 1, ™ | =
Iy = entdo uma aproximacao seria: Cw,

Cw,
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Respostas de Sistemas de 22 ordem

subamortecidos (0 < { < 1) — Resumo

Equacodes do sistema em MF:

FTMF(s
Y (s) w2 b
FTMF(s) = = . = —" } >
(5) R(s) s242Cwnps+w? s24as+b 32+a3+b
Y(s) K B K( Wy, )
R(s) (s+pi)(s+p2) = \ 82+ 2wns + w?
pélos em: s = 0 £ jwyg ou: s = —Cwy, £ jwny/1 — (2
o = i, 6eE (a) — Wil Step Response
= w,si = wpv/1— (2 | | | |
W wy sin (@) = w ¢ ter %0S = exp —(Cm//1—(2) x 100
¢ = cos(a); 0<(@<l1 1al i ]
i 4
sin(a) = /1—(3 1.2} | 1s = w
g E TN
—0 + jwg E 1ff B D it i i e
5: 0.8-: I\I\ :
_ 0.6-: : : Tr:0’6+2 16¢ :
: 04rr[ 1 Wn !
I I I 70 I
; oot 11 == @
o — jwd x ......... —Wq | : | :/ | n | | | : |
% 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Time (seconds)



Linhas guia no plano-s

%08, > %0S, %Osas
; . ‘s. A Im(s)
2 @ 6 0 0,0 o o0 o e 6 6 6 o o o
%O0S = exp (—gw/\ﬂ - g?) x 100 %0S,. S A
"~ -~ : : ss
tp?[ o o .‘.. ‘.....: e o o .~.~. [ I ]
tp, <t : SRR
¢ = cos(0) p2 < Upy : : - Re(z)
4 .
Mesmas linhas radiais: X
= mesmo { t t

"f\’ : Mesmo ¢:
Same overshoot .

3 Jjw

4 b

3 1 s-plane
> O
2 Pole
| motion
1 2
3
» [
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Linhas guia no plano-s

Inversamente proporcional a
parte imaginaria do polo.

c(1)
A

Envelope the same

Mesma parte real ( = o ):

%0S; > %0S, %OS&
‘s A Im(s)
t [ ] [ ]
pz.........\.......
7051, _ ; S
~ . - ss
t‘...‘.. ...........D
P1 ° ‘ [ .: S
. TV w - ~S
tPQ < tpl - - S~ >
. . 0 Re(s)
t32 tsl
3
2 Jjw
A
1
s-plane
> 0
Pole
1 motion .
2 5 _
3 _O__jwdxoaooooooc (,Ud
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Linhas guia no plano-s

%0Ss > %OS, %Os%s
. , Im(s)
4 tpzoooo:oooosq.sooooooo‘
bh=———=— %08, : AR
Ca)n (0} ik - A
0...‘.. ooo.ooosoooon
tps ol R §
. i - ~~
tS tpy <lp, . : T~ o >
@ Re(s)
Inversamente
proporcional a parte real : :
do pélo te, ts,
"f’) Mesma parte imaginaria ( = @, )
A
Frequency the same j
2 1
: A
2 s-plane
> 0
Pole
motion
aE )( L]
2 1 _O__jwdxoaooooooc_wci
» |
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Sistemas subamortecidos (mesmo o)

1+exp(-2 t) Pole-Zero Map
2 T T T T T T 10 T T T
g1(s) x g3(5)
1.8 —g2(s) 7
e IO ol
6 = = 1+exp(-2*t < s
'‘w O x g2(5)
1.4+ . g
3 P 4
§1.2 u — fni
%- 1o N A N Y e g 0_ .............
£ <
<8t ] >
< x
0.6 ] 5
g -5 x 2,(5)
0.4 - £
0.2 N
x g3(s)
0 1 1 1 1 1 1 -10 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 -4 -3 -2 -1 0 1
t (seconds) . -1
Real AlNs (seconds ')
_ 13 _ 13
gi(s) = (s214s+13) — (512173)(s+2—33)
. (3,6056)>
—  5242(0,5547)(3,6056)s+(3,6056)2
(S) _ 9 — 13
92 —  (s242549) _ (s+2+j5)(s+2—355) Mesma parte real
. (5,3852)
—  5242(0,3714)(5,3852)s5+(5,3852)2
_ 85 _ 85
gs(s) = (s2145185) — (542179)(s+2—39)
. (9.2195)2

5242(0,2169)(9.2195)s+(9.2195)2
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Resumo sistemas subamortecidos (0 < { < 1)

Y (s) w2 b
FI'MF(s) = = * =
(5) R(s) s>+ 2Cwp,s+w2 s2+as+0b

y(t) =1 — exp(—Cwnt) - [cos (wqt) + sin (wgqt)

G
V-

polos em: s =0 + jwqg ow: s = —(w,, £ jwp /1 — (2

%08 = exp (—Cw/\/l — g?) % 100

P —In (% 0S/100 ) )
(/72 + I (%0s/00) 7Ty
¢ = cos (a)
P S =7
wnm Wd
“In (o, 02,/1 — g2) ~0 — jwq %
e G
tszi:é para: 0 < (¢ <0,9
Cwn O
. _06+216¢

r

Wy

Envelope the same

Mesma parte real ( = o ): é
3

s-plane

1

2

3
t

Mesma parte imaginaria ( = w;, )

Frequency the same

2

Pole
motion

s-plane

Pole
motion

jo
A

s-plane

Pole
motion

45



Procedimento Para Projetos

1) Desenhe o diagrama do lugar das raizes para o sistema;

2) Assuma que é um sistema de 22 ordem com ou sem zeros e encontre 0
ganho que cumpra com as especificacoes de resposta transitoria;

3) Justifique a aproximacao para um sistema de 2° ordem encontrando a
posicao de todos os polos mais rapidos e considerando o fato de que estao
muito mais afastados do eixo jw que os pares dominantes de 2a-orden!

4) Também verifique que os zeros de lago fechado sao aproximadamente
cancelados pelos polos de maior ordem (os dominantes).

5) Se esta hipotese nao pode ser justificada, sua solugao tera que ser simulada
com o fim de garantir de que se cumpre com a especificacao para a
respuesta transitoria.
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