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Objetivos do Capitulo

o Como determinar a estabilidade de um
sistema baseado somente na sua funcao
transferéncia?

o Como determinar (calcular) parametros do
sistema de forma a garantir sua
estabilidade?



Estabilidade

o Um sistema esta em seu ponto de equilibrio, se na
auséncia de novas entradas ou perturbacoes,
permanece no mesmo estado.

o Um ponto de equilibrio pode ser:

a) Estavel b) Instavel c) Marginalmente
(regressa ao (nao regressa estavel ou
estado inicial) ao estado neutro

inicial)



Estabilidade

o Um sistema esta em seu ponto de equilibrio, se na
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Definicoes

o Definicbes de estabilidade para um sistema LTI (Linear Time
Invariant — Sistema Invariante no Tempo):

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Estavel: Siy, (t)=>0, quando >
Instavel: Si y, (t)>, quando t>x
Marginalmente estavel: Si y,(t)=>cte, cuando t->, isto €,
nao cresce nem decresce no tempo (€ oscilatorio).
o Usando enfoque de resposta total (BIBO):

Estavel: Se toda a entrada limitada > saida limitada;
Instavel: Se qualquer entrada limitada - saida sem limites.



Exemplos:
Seja o seguinte sistema:

. Controlador Processo
3 >
—>|- s(s+1)(s+2)
Step ‘
Add Gain Zero-Pole

Estavel: Siy, ()20, quando >

plano-s Resposta temporal

Pdlos de MF estaveis
(no semi-plano esquerdo)

Scope

>> G=tf(1,poly([0 -1 -21));
>> zpk(G)
1

s (s+2) (s+1)
Continuous-time zero/pole/gain model.
>> K=3;
>> ftmf=feedback(K*G,1);
>> zpk(ftmf)
3

(s+2.672) (s™2 + 0.3283s + 1.123)
>> pole(ftmf)

-2.6717 + 0.00001

-0.1642 + 1.04691

-0.1642 - 1.04691
>>



Exemplo2:
Seja o seguinte sistema:

Step

=

Add

Controlador

Processo

1

— >

Gain

s(s+1)(s+2)

Zero-Pole

Instavel: Siy, (1), quando t->

Resposta temporal

plano-s

1
1
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Pélos de MF instaveis
(no semi-plano direito)

Scope

>> G=tf(1,poly([0 -1 -21));

>> zpk(G)
1

s (s+2) (s+1)
Continuous-time zero/pole/gain model.

>> K=7; % Note: ganho aumentou!
>> ftmf=feedback (KxG,1);

>> zpk(ftmf)
7

(s+3.087) (s™2 - 0.08675s + 2.268)

>> pole(ftmf)
~3.0867 + 0.00001
1'9.04341+ 1.50531
:@.0434'— 1.50531

]

>>



Exemplos:

Seja o seguinte sistema:

Step

Controlador Processo

I—’—’

+ 1
- > > s(s+1)(s+2) 1

Add Gain Zero-Pole

Marginalmente estavel:
Resposta temporal

plano-s .

1.5 T F
1 1

1 1 1
1 1

05 p !
1 1

ot S
[l 1

-0.5+ (] ]
[ ]

y ] [
[} 1

-1.5 : L+ @
-3 -2 -1 1, o !

[ RVAN L

[ V2 ”-’

Pdlos de MF sobre
parte imaginaria do
plano-s

Scope

Si y,(t)=>cte, cuando t>x

>> G=tf(1,poly([0 -1 -21));
>> zpk(G)
1

s (s+2) (s+1)
Continuous-time zero/pole/gain model.
>> K=7; % Note: ganho aumentou!
>> ftmf=feedback(K*G,1);
>> zpk(ftmf)

6

(s+3) (s™2 + 2)

>> pole(ftmf)
-3.0000 + 0.0000i
10.0000 )+ 1.4142i
'0.00001- 1.4142i

— ]

>>



1

Detalhes e

Zero -Pole

‘E! Function Block Parameters: Zero-Pole

Zero-Pole

Matrix expression for zeros. Vector expression for poles and gain. OQutput width {ISE ,2000 ]
equals the number of columns in zeros matrix, or one if zeros is a vector. ’

Parameters

Zeros:
[l

Poles:
[0-1-2]

Gain:

(1]

Absolute tolerance:
auto

State Name: (e.q., 'position’)




Como determinar a estabilidade do sistema®?

15 : 5 +

1 + 1
05 0.5

o + ot of +
-0.5 -0.5¢

-1 + I +

-15 -1.5
-3 - - -3

o H
o

a) Sistema Estavel: a funcao de transferéncia de lagco fechado possui polos
somente no semiplano esquerdo do plano-s.

b) Sistemas Marginalmente Estaveis: suas funcdes de transferéncia de laco
fechado exibem pdélos sobre o0 eixo imaginario do plano-s.

c) Sistemas Instaveis: as fungdes de transferéncia de lagco fechado possuem
ao menos um de seus polos no semiplano da direita do plano-s.



Estabilidade x Pdlos (MF) do sistema?

— 2

15 5 +

1 =7 1
1

05 0.5
o—+ o+ 5 0f—+ >

-0.5 -0.5¢
-1

a) Sistema Estavel: a funcao de transferéncia de lagco fechado possui polos
somente no semiplano esquerdo do plano-s.

b) Sistemas Marginalmente Estaveis: suas funcdes de transferéncia de laco
fechado exibem pdélos sobre o0 eixo imaginario do plano-s.

c) Sistemas Instaveis: as fungdes de transferéncia de lagco fechado possuem
ao menos um de seus polos no semiplano da direita do plano-s.

11



Exemploa:

Seja o seguinte sistema: ]
Controlador Processo
| . ] > 1 ! Scope
Step > - s(s+1)(s+2)
>> G=tf(1,poly([0 -1 -2])); Add Gain Zero-Pole
>> zpk(G)
1
s (s+2) (s+1) .
Continuous—time zero/pole/gain model. Peak amplitude: 1.14
S>> K:].. Ove‘rShOOt (%)' 14.5 step Response
- ftm;‘:feedback(K*G 1) 1.2 At time (seconds): 6.14 T :
__________E __________ 1 I’/ \\F L
System: ftmf
s"3 +3s™2 +2s +1 0 Szfﬂ?nr;tinl(seconds):12.4
>> roots([1 3 2 1]) ol ]
~2.3247 + 0.00001 g
-0.3376 + 0.56231 5 06
~0.3376 - 0.5623i £
>> zpk(ftmf) 0.4
1
—————————————————————————————————— 0.2
(s+2.325) (s™2 + 0.6753s + 0.4302)
>> pole(ftmf) 0 . . : : . : .
—2.3247 + 0.0000i 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Time (seconds)

-0.3376 + 0.56231
-0.3376 - 0.56231
>> figure; step(ftmf)

== Funcédo para plotar resposta ao degrau
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Exemploa:

Seja o seguinte sistema:

Controlador Processo :I >
| —’_:" ) q 1 ! Scope
Step - s(s+1)(s+2)
>> G=tf(1,poly([0 -1 -21)); Add Gain —oro-Pole
>> zpk(G)
1
s (s+2) (s+1) Pole-Zero Map ()
Continuous—time zero/pole/gain model. 0.6 ' ' X
>> K=1;
>> ftmf=feedback(Kx*G,1) 0.4l
1 .
_____________________ ‘Tw
sS3 + 352 +2s +1 Bo2f
>> roots([1 3 2 1]) 3
-2.3247 + 0.00001 %’;
-0.3376 + 0.56231 x 0 *
-0.3376 - 0.56231 >
>> figure; pzmap(ftmf) 2ol
5
E
-0.4
mostra posigao das X
1 oS X -0.6 ' . : :
raizes (polos: x; e % 5 5 15 1 05

zeros: 0) no plano-s

Real Axis (seconds‘1)

= Analise de sistemas em MF usando ferramenta de ligar das raizes (“root-locus”)
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Exemploa:

Seja o seguinte sistema: ]
Controlador Processo

| —._: ,: | :1 q 1 ) Scope
Step s(s+1)(s+2)

Add Gain Zero-Pole

Bode Diagram

Continuagao: Gm = 15.6 dB (at 1.41 rad/s), Pm = 53.4 deg (at 0.446 rad/s)

>> figure; margin(G) S0 '
>> grld — \
>> [Gm,Pm,Wcg,Wcpl=margin(G) g © —
Gm =  6.0000 o
Pn = 53.4109 T 50
Wcg = 1.4142 E
Wep = 0.4457 §’_100 |
>>
_150 L i aaaal i aadiaaaaal 1
_QOR T
-135+

Phase (deg)
%
o

-225 .
-2 -1 0 1 2
10 10 Frequer?cQ/ (rad/s) 10 10

=» Analise de sistemas em MF usando resposta em frequéncia (Diagramas de Bode) 14



Exemplos: /
J
Repare: ]
Controlador Processo
| ——P|+ ] > 1 ) Scope
Sie » - s(s+1)(s+2)
p .
Add Gain / Zero-Pole
,,//f\‘_*
/
J

Processo

J_ * : 1 E > 1 ) Scope
Step > : S | (s+1)(s+2)

Zero-Pole

A questao que ainda fica:
- O processo 1/[(s+1)(s+2)], & estavel sozinho ?
- A malha fechada ¢ estavel para que valores de ganho ?

15



Problemas

FTMA(s)

Feche as malhas (com ganho unitario) g determine o local dos poélos em MF

€ resposta a entrada degrau para os sistemas listados abaixo:
10(s + 2) LY (s)

~ s(s+4)(s+6)(s+8)(s + 10)

R(s): 10(s +2) L Y(s)

-------------------------------------------

Questoes:
- O processo G(s) € estavel em MF? Para que faixas de ganho ?

16



- Root Locus A
Resolvendo...
. . ", 10}
2
Curiosidades t L .
b System: G2
2 ol | Gain: 621
G(s) = 10(s +2) % ° Pole: 0.107 + 5.64
- > Damping: -0.019
S(S + 4)(8 + 6) (S + 8)(8 + 10) g Sy Overshoot (%): 106
2 Frequency (rad/s): 5.64
£ -10r
-15 L
>> G=tf(10x[1 2],poly([0 -4 -6 -8 -10])); 205 %0 10 ! 10
= sz(G) Real Axis (seconds'1)
10 (s+2)
s (s+10) (s+8) (s+6) (s+4) . R
Continuous-time zero/pole/gain model. _Falxas_ _de ganho que levam a )
>> K=1; instabilidade quando a malha é
>> ftmf=feedback (K*G,1) fechada

10 s + 20
s™5 + 28 s™4 + 284 s”3 + 1232 s™2 + 1930 s + 20
>> pole(ftmf2)
-9.7992
-8.4517
-5.6186 > Detalhe: estas sao os polos de MF quando K=1!
-4.1200
-0.0104

7> zerolftme2) - E para outros valores de ganho (K) ?

>>
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Critério de Routh-Hurwitz

o |déia: extrair informacgao sobre estabilidade sem a necessidade de
descobrir onde estao os podlos de malha-fechada de um sistema.

o Este critério serve para encontrar o numero de polos em cada secao do
plano-s, mas nao seus valores.

o Passos:
o Escrever a equacao caracteristica do sistema:
EC(z) :a4s4+a§+a252—|—a13+a0:0, ag 7% 0
o Verificar condi¢cdes prévias:
a; 0 Vi
Signal(ay) = Signal(as) = ... = Signal(a,,)
o Gerar uma tabela denominada tabela de Routh;

o Interpretar a tabela de Routh para descobrir quantos polos de MF
estao localizados no semi-plano esquerdo do plano-s, no semi-plano
da direita e sobe o eixo jw.

18



Critério de Routh-Hurwitz

o |déia: extrair informacéo sobre estabilidade ser lmpllca.
descobrir onde estio os polos de malha-fecha¢ nao pode haver raiz nula

o Este critério serve para encontrar o numero de (pélo de MF em ¢=0)
plano-s, mas nao seus valores. .

o Passos:
o Escrever a equacao caracteristica do sistema:
EC(z) :a4s4+a§+a252—|—a13+a020, ag 7% 0

o Verificar condi¢cdes prévias:
a; 0 Vi < nao pode haver termog nulog; e todog devem estar pregentes

Condicdee
préviag!

Signal(a;) = Signal(az) = ... = Signal(a,) < todoe: meamo einall
o Gerar uma tabela denominada tabela de Routh;

o Interpretar a tabela de Routh para descobrir quantos polos de MF
estao localizados no semi-plano esquerdo do plano-s, no semi-plano
da direita e sobe o eixo jw.

19



Significa que:

1. Se algum dos coeficientes for zero ou negativo na presenca de pelo menos um coeficiente
positivo, entao existira uma ou varias raizes imaginarias ou que tenham parteg reais positivas.
Assim, nesse caso, 0 sistema nio seri estavel. Se estivermos interessados somente na
estabilidade absoluta, nao havera necessidade de continuar o procedimento. Observe que todos
os coeficientes devem ser positivos.

Esta é uma condigao necessaria.

-

|

> Passos:
o Escrn  ir a equacao caracteristica do sistema:
C(z):a4s4+a§+a252+a15—|—a0:0, ag # 0
o Verific ar condicdes prévias:
a; 0 Vi
Signal(a;) = Signal(as) = ... = Signal(a,,)
o Gerar uma tabela denominada tabela de Routh;

o Interpretar a tabela de Routh para descobrir quantos polos de MF
estao localizados no semi-plano esquerdo do plano-s, no semi-plano
da direita e sobe 0 eixo jw.

20



Observe que todos os coeficientes devem ser positivos. Esta é uma condigao necessaria, como podemos ver no
argumento a seguir: um polindmio em s tendo coeficientes reais sempre poders ser fatorado em fatores lineares e

quadraticog, como (s + a) e (¢2 + be + ¢), onde a, b e ¢ s50 reais. Os fatores lineares resultam em raizes reais e os

' fatores quadraticos, em raizes complexas conjugadas do polindmio. O fator (sZ + be + ¢) resulta em raizes com
partes reais negativas somente se b e ¢ forem ambos positivos. Para que todas ag raizes tenham partes reais
negativag, ag congtantes a, b, ¢ ete., em todos os fatores, devem ser positivas. O produto de qualquer nimero de
fatores lineares e quadraticos que contenha somente coeficientes positivos resulta sempre em um polindmio com
coeficientes positivos.

E importante notar que a condigao de que todos os coeficientes sejam positivos nao é suficiente para assegurar

estabilidade. E condigao necessaria, mas nio suficiente para a estabilidade, & que os coeficientes da EC(s) estejam

todog presentes e que todos tenham ginaig positivos. (Se todos os a forem negativos, estes podem ser feitos positivos,
multiplicando ambos os lados da equagao por - [.)

o Escrever a equacao caracteristica do sistema:

EC(z) =a4s4—|—a§+a232—i—a13+a020, ag # 0
o Verificar condicdes prévias:

a; 70 Vi

Signal(ay) = Signal(as) = ... = Signal(a,,)
o Gerar uma tabela denominada tabela de Routh;

o Interpretar a tabela de Routh para descobrir quantos polos de MF
estao localizados no semi-plano esquerdo do plano-s, no semi-plano

da direita e sobe o0 eixo jw. 01



Gerando a tabela de Routh

o Comece rotulando as linhas com as poténcias decrescentes de s, da maior poténcia em s
da funcao transferéncia de malha-fechada até alcancar s9,

o Em seguida, comece com o coeficiente da maior poténcia em s do denominador da funcao
(“eq. caracteristica”) e preencha a lista verticalmente usando apenas as 2 primeiras linhas,
e avance na direcao horizontal até preencher as 2 primeiras linhas da tabela com todos os

coeficientes da funcgao até alcancar s°. B
NAtengao: FTMF(s)

o Exemplo:
R(s) N (s) Y(s)

ass* + ass® + ass? + a1s + ag

EC(z) :a4s4+a§+a252—|—a13+a0:0, ag 7% 0

aa az ao
as a1 0

22



Gerando a tabela de Routh (2)

Método criado em 1905

R(s) N(s) Y (s)
as8* 4+ a3s3 4+ ass? + ays + ag
a4 az ao a4 az ao
b’] b2 B as a9 | as ag | a4
C1 bl _ as ap by — az 0 as —0
a
d1 as 3 3
a3z az 0 ' | a3
by b T b
ol = 1 2 1 _0 1 _ 0
b _[a4 X ayp — a3 X a2] b1 b1 by
1 p—
as _‘bl bo _blo‘ _|b1 |
c 0 cpr O c
C1 Cq 1

23



Gerando a tabela de Routh (2)

Método criado em 1905

R(s) N (s) Y (s)
as8* 4+ a3s3 4+ ass? + ays + ag
as az ao as az dao
as _ a1_ _ as ai 0
Ve ~
\bl — 22 — / . aqs a2 B as Qo B a4 0
C1 b o as a1 by — as 0 as 0 —0
of o “ 2 s s
a3z az 0 ' _las 0
by b b by 0
b - _[a’4 X ap —ag X b1 b1 by
b as | he hol | b 0| | b 0]

Obsgerve que, ao desenvolver esga matriz, uma linha inteira pode ser

calculog numéricos subsequentes, sem alterar a conelusao sobre a
estabilidade.

\

dividida ou multiplicada por um nimero positivo, de modo a simplificar os




¢ R(s)

az
a1

Método criado em 1905

Interpretando a tabela de Routh

N(s) Y(s)

as8* 4+ a3s3 4+ ass? + ays + ag

ao

\.

O critério de estabilidade de Routh afirma que o nimero de raizes da
EC(s) com partes reais positivas é igual ao nimero de mudangag no
sinal dos coeficientes da primeira coluna da matriz.

Deve-se notar que os valores exatos dos termos na primeira coluna
nao precisam ser conhecidos; do contrario, apenas os sinais 830
necessarios.

A condigao necessiria e suficiente para que todas ag raizes da EC(s)
se situem no semiplano esquerdo do plano s é que todos os
coeficientes da EC(g) sejam positivos e que todos os elementos da
primeira coluna da matriz tenham sinais positivos.

25



Exemplo de uso de R-H

® Seja o sistema: analise sua estabilidade...
R(s) T E(s) 1000 Y (s)
(s+2)(s+3)(s+5)
Solucao:

1) Fechando a malha, obtemos:

R(s) 1000 Y(s)
s34+ 1052 + 31s + 1030
FTMA(s) 1000
FTMF(s) = EC(z) =1
() =17 FTMA(s) CE) =1+ G052 1 315 1 30

EC(z) =1+ FTMA(2) =0 EC(z) = s® + 10s* + 31s + 30 + 1000

1000 3 2
EC(z) =1 EC(z) =54+ 10s" + 31s + 1030
B =1t G+ 3615
BO() =1 1000

i (s2+5s54+6)(s+5) 26



Continuacao:

as az

as ai

_ | G4 Q2 |

by = as aj by = as

as as

. as ay - as 0

. bi  bo by 0
e by by

_’ by by ‘ b0

0 0
dl _ C1 C1
C1 &]

De fato (Matlab):

>> roots([1 10 31 1030])

-13.4136 + 0.0000i1
1.7068 + 8.59501
1.7068 - 8.59501

>>

1) Fechando a malha, obtemos:

R(s)

1000 Y(s)
s3 + 10s2 + 31s + 1030
s3 1 31
s2| W1 1030103 (=10)
Sl bl 0
SO C1
—1 x 103 -1 1
b — [1 x 031 x 31] _ 7
—[1 x 0 — by x 103]
C1 =
b1
—11x0— (= 1'% 103
o= L (7(;?17 T
s> 1 31
52 1103
st | —72 0
s9 | 103

2 mudancas de sinal = 2 podlos no semi-
plano direito no plano-s (instaveis)

27



Ex2: Seja a seguinte FTMA, analisar a estabilidade deste sistema no caso de
realimentagao unitaria (ganho unitario)...

452 + 28s + 40
s3 4+ 852 +19s + 12

FTMA(s) =

Resposta: sistema estavel em MF.

28



Ex2: Seja a seguinte FTMA, analisar a estabilidade deste sistema no caso de

realimentagao unitaria (ganho unitario)...

452 4 28s + 40

FTMA(s) =

Solucgao:

FTMA(s)
1+ FTMA(s)

FTMF(s) =

EC(s) =Den{FTMF(s)} =14+ FTMA(s)=0

452 + 28s + 40
s34+ 852 +19s + 12

ﬁ+8§+1%+&2+4¥+2&+40_
s3 4+ 852 4+ 195 + 12 a

EC(s) = s> 4+ 125 + 475 + 52

EC(s)=1

EC(s) = 0

Arranjo de Routh:

3| 1 47

s2 112 52

Sl bl 0

SO C1
[1x52—12x47] —[-512]

_ — — 49

b 12 12 , 67
12x0—b 2] —[-2.21

o _[12x0-bix52) 8,67 _ .,

by 42,67

s3 4+ 852 +19s + 12

Analise:

11 47
12, 52

42,67 0
52

No de polos de MF no semi-
plano direito (instaveis) = No.
de mudanca sinais.

Nenhuma mudanca de sinal => nao
existem poélos com parte real positiva
(ou ndo existem polos instaveis)

Obs.: de fato, os polos de MF ficam em:

>> ec=[1 12 47 52];

>> roots(ec)
-5.0832 + 1.58741i
-5.0832 - 1.58741
-1.8337 + 0.00001i

>>

29



Aplicacao de RH:
Determinar faixas de ganho...

]

Scope

61:K

Para 12-coluna ser positiva:
(ndo ocorrer mudanga de
sinal)

K >0
K <1386

testando...

Exemplo: Determine a(s) faixa(s) de ganho K que ainda deixa sistema em MF estavel:
Controlador Processo
il < 1 |
Step —»- § (s+7)(s+11)
Add Gain Integrator Zero-Pole
Soluggo: _ 1 Arranjo de RH:
Neste caso: G(s) =
(s+7)(s+11) 3| 1 77
K 1 2|18 K
FITMA(s) = — -
(s) s (s+T7)(s+11) st by 0
FTMA(s) s' |
FTMF(s) =
) = T FrarAGs) , _ K =18 % 77)
EC(s) =1+ FTMA(s) e 18
K 1386 — K
B P LR ="
s3 + 1852 + T7s + K 1386 —
EC(s) = = _ _
(5) s3 + 1852 4 77s 18 %0 18
= g3 2 = €1 =
EC(s) =s"+18s"+77s+ K =0 1386 —
18

30



Aplicacao de RH:
e | Determinar faixas de ganho...

Exemplo: Determine a(s) faixa(s) de ganho K que ainda deixa sistema em MF estavel:

Controlador Processo I:]
_I— P+ ‘ 1 > 1 Scope
o —>|- § (s+7)(s+11)
Add Gain Integrator Zero-Pole
Solugdo: 0 < K < 1386 , Step Response
K = 1386 ' ' ‘
De fato, se K = 1386, teremos: n H n ﬂ ﬂ ” ” ” ” n
FTMA(s) K !
S) = — - L
s (s+7)(s+11) "o
1386
FTMA(s) = S
()= 31852 4 775 2
FTMA €
FTMF(s) = (s) <
1+ FTMA(s)
1386 0.5
FTMF(s) =
3+ 1852 + 775 1 1386 U “ “ U u u U u U
de fato: >> roots([1 18 77 13861]) 0 . 1 1
-18.0000 + 0.00001i 0 2 4 b
Time (seconds)

-0.0000 + 8.77501
-0.0000 - 8.77501

>>



Problema:
Para um sistema com realimentag&o unitaria e com a seguinte FTMA(s), determine a
faixa de ganho que garante estabilidade em MF.

K (s + 20)

FTMA(s) = s(s+2)(s+3)

Resposta: 0 <K< 2.



