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Introdução
} Estabilidade e projeto da resposta transitória mediante ajuste de ganho: 

} Métodos baseados em resposta em frequência, diferentes do método 
baseado em RL, podem ser realizados sem a obrigatoriedade de una 
ferramenta computacional usando aproximações assintóticas. 

} O projeto da resposta transitória mediante compensação em cascata: 
} Métodos baseados em resposta em frequência não são tão intuitivos como 

os baseados em RL. 

} Projeto dos erros de estado estacionário mediante compensação en cascata: 
} Métodos baseados em resposta em frequência facilitam o projeto de 

compensadores derivativos de forma a acelerar a resposta do sistema ao 
mesmo tempo respeitando requerimentos de erros de regime 
permanente.
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Resposta em frequência: Definição…
} Ondas sinusoidais podem ser representadas como números complexos clamados fasores

f(t) = entrada de 
força, sinusoidal 
neste caso:

Fasor de 
entrada

Fasor de 
saída )(

)()(
wM
wM

wM
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o=

)()()( www io φφφ −=

Definição:
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} Definição:  
} Magnitude: 
} Fase: 

} Formatos de expressão: 

1. Forma Polar: 
2. Forma Retangular: 
3. Equação de Euler:

Definições Matemáticas…

)()( wwM φ∠
)(/)()( wMwMwM io=
)()()( www io φφφ −=

[ ])/(tancos)sin()cos()( 122 ABwtBAwtBwtAtr −−+=+=
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ij
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Relações de Euler: 
  
  

 Parte real de  ; 
 Parte Imaginária de  ; 

 magnitude de  ; 

  

ejθ = cos θ + j sin θ
z = x + jy = |z |[cos(φ) + j sin(φ)] = re jφ

x = z
y = z
r = |z | = x2 + y2 = z
φ = atan2(y, x)
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Expressões analíticas p/
resposta em frequência
Seja o sistema mostrado na fig. ao lado. 
Este sistema é excitado por uma entrada sinusoidal: 

  

  

 , onde:   e   

A resposta forçada do sistema   para esta entrada resulta em: 

  

Expandindo usando frações parciais, teremos: 

  

  

   

  

  

onde:   e  .

r(t) = Acos(ωt) + B sin(ωt)
r(t) = A2 + B2 cos [ωt − tan−1(B /A)]
r(t) = Mi∠ϕi = Mie jϕi Mi = A2 + B2 ϕi = − tan−1(B /A)

G(s)

C(s) =
As + Bω
(s2 + ω2)

⋅ G(s)

C(s) =
As + Bω

(s + jω)(s − jω)
=

K1

s + jω
+

K2

s − jω
+ Termos frações parciais de G(s)

K1 =
As + Bω

s − jω
G(s)

s→−jω
=

1
2

(A + jB)G(−jω) =
1
2

Mie−jϕiMGe−jϕG

K1 =
MiMG

2
e−j(ϕi+ϕG)

K2 =
As + Bω

s + jω
G(s)

s→−jω
=

1
2

(A − jB)G( jω) =
1
2

Mie jϕiMGe jϕG

K2 =
MiMG

2
e j(ϕi+ϕG) = K*1

MG = |G( jω) | ϕG = ∠G( jω)

Então   resulta: 

  

Cuja transformada inversa de Laplace rende: 

  

  

  

Note que: 

 resposta em frequência. 

Ou seja: 

 

C(s)

C(s) =
MiMG

2 e−j(ϕi+ϕG)

s + jω
+

MiMG

2 e j(ϕi+ϕG)

s − jω

c(t) = MiMG ( e−j(ωt+ϕi+ϕg) + e j(ωt+ϕi+ϕG)

2 )
c(t) = MiMG cos(ωt + ϕi + ϕG)
c(t) = Mo∠ϕo = (Mi∠ϕi) ⋅ (MG∠ϕG)

MG∠ϕG =

G( jω) = G(s)
s→jω
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Exemplo 1:
Como:   s = jw,  para obter:

jws
sGjwG

→
= )()(

Magnitude:  |G( jω) | =
1

|2 + jω |
=

1

22 + ω2
=

1

ω2 + 4

Fase:  ∠G( jω) =
1

tan−1(ω/2)
= − tan−1 ( ω

2 )

<latexit sha1_base64="t8koxWHUmv3+O1nVHPfS/uvj94Y=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ34WetXtEcvwSJUhJKUor0IBQ96rGA/oA1ls9m0SzebsLsRQqh/xYsHRbz6Q7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNiRqWy7W9jbX1jc2u7sFPc3ds/ODSPjjsySgQmbRyxSPQ8JAmjnLQVVYz0YkFQ6DHS9SY3M7/7SISkEX9QaUzcEI04DShGSktDs3RbkefXAz8QCGfONJMXtenQLNtVew5rlTg5KUOO1tD8GvgRTkLCFWZIyr5jx8rNkFAUMzItDhJJYoQnaET6mnIUEulm8+On1plWfCuIhC6urLn6eyJDoZRp6OnOEKmxXPZm4n9eP1FBw80ojxNFOF4sChJmqciaJWH5VBCsWKoJwoLqWy08RjoHpfMq6hCc5ZdXSadWdS6r9ft6udnI4yjACZxCBRy4gibcQQvagCGFZ3iFN+PJeDHejY9F65qRz5TgD4zPH3ROk/0=</latexit>

G(s) =
1

s+ 2

<latexit sha1_base64="2eh08fKJokFWyJ7qEMx7LECRFpI=">AAACHXicbZDLSsNAFIYnXmu9RV26CRahUihJKOpGKLjQZQV7gSaUyXTSjp3MhJmJUEJexI2v4saFIi7ciG/jtM2itv4w8POdczhz/iCmRCrb/jFWVtfWNzYLW8Xtnd29ffPgsCV5IhBuIk656ARQYkoYbiqiKO7EAsMooLgdjK4n9fYjFpJwdq/GMfYjOGAkJAgqjXpm7ab84PEID+DZldcPBUSpk6U5qrjZHHQrOc56Zsmu2lNZy8bJTQnkavTML6/PURJhphCFUnYdO1Z+CoUiiOKs6CUSxxCN4AB3tWUwwtJPp9dl1qkmfSvkQj+mrCmdn0hhJOU4CnRnBNVQLtYm8L9aN1HhpZ8SFicKMzRbFCbUUtyaRGX1icBI0bE2EAmi/2qhIdRpKB1oUYfgLJ68bFpu1Tmv1u5qpbqbx1EAx+AElIEDLkAd3IIGaAIEnsALeAPvxrPxanwYn7PWFSOfOQJ/ZHz/Agnwod8=</latexit>

G(j!) =
1

j! + 2
=

1

2 + j!
<latexit sha1_base64="FMWBwukXbGNda2ZYz/gWGmnYWjM="></latexit>

G(j!) =
1

j! + 2
=

1

2 + j!
· 2� j!

2� j!
=

2� j!

4 + !2

Magnitude(dB):  |G( jω) |
dB

= 20 log ( 1

ω2 + 4 )
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Exemplo 1:
Grafico de Magnitude:  = 20 log(1/ ω2 + 4)
Grafico de Fase:   = − tan−1 (ω/2)
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>> clear all 
>> numg=1; 
>> deng=([1 2]); 
>> g=tf(numg,deng); 
>> zpk(g) 
  
Zero/pole/gain: 
  1 
----- 
(s+2) 
  
>> bode(g), grid

 Ref: URL: http://www.swarthmore.edu/NatSci/echeeve1/Ref/LPSA/Bode/BodeHow.html 

<latexit sha1_base64="t8koxWHUmv3+O1nVHPfS/uvj94Y=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ34WetXtEcvwSJUhJKUor0IBQ96rGA/oA1ls9m0SzebsLsRQqh/xYsHRbz6Q7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNiRqWy7W9jbX1jc2u7sFPc3ds/ODSPjjsySgQmbRyxSPQ8JAmjnLQVVYz0YkFQ6DHS9SY3M7/7SISkEX9QaUzcEI04DShGSktDs3RbkefXAz8QCGfONJMXtenQLNtVew5rlTg5KUOO1tD8GvgRTkLCFWZIyr5jx8rNkFAUMzItDhJJYoQnaET6mnIUEulm8+On1plWfCuIhC6urLn6eyJDoZRp6OnOEKmxXPZm4n9eP1FBw80ojxNFOF4sChJmqciaJWH5VBCsWKoJwoLqWy08RjoHpfMq6hCc5ZdXSadWdS6r9ft6udnI4yjACZxCBRy4gibcQQvagCGFZ3iFN+PJeDHejY9F65qRz5TgD4zPH3ROk/0=</latexit>

G(s) =
1

s+ 2
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Exemplo 1:

Assintóticamente:

-50

-40

-30

-20

-10

0

M
ag

ni
tu

de
 (d

B
)

10-1 100 101 102
-90

-45

0

Ph
as

e 
(d

eg
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

a

Inclinação: ‒ 20dB/dec 
= ‒ 6dB/oitava

.1*a

10*a

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
=

+
=

1

1
)(

1)(

a
saas

sG

 Ref: URL: http://www.swarthmore.edu/NatSci/echeeve1/Ref/LPSA/Bode/BodeHow.html 

<latexit sha1_base64="t8koxWHUmv3+O1nVHPfS/uvj94Y=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ34WetXtEcvwSJUhJKUor0IBQ96rGA/oA1ls9m0SzebsLsRQqh/xYsHRbz6Q7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNiRqWy7W9jbX1jc2u7sFPc3ds/ODSPjjsySgQmbRyxSPQ8JAmjnLQVVYz0YkFQ6DHS9SY3M7/7SISkEX9QaUzcEI04DShGSktDs3RbkefXAz8QCGfONJMXtenQLNtVew5rlTg5KUOO1tD8GvgRTkLCFWZIyr5jx8rNkFAUMzItDhJJYoQnaET6mnIUEulm8+On1plWfCuIhC6urLn6eyJDoZRp6OnOEKmxXPZm4n9eP1FBw80ojxNFOF4sChJmqciaJWH5VBCsWKoJwoLqWy08RjoHpfMq6hCc5ZdXSadWdS6r9ft6udnI4yjACZxCBRy4gibcQQvagCGFZ3iFN+PJeDHejY9F65qRz5TgD4zPH3ROk/0=</latexit>

G(s) =
1

s+ 2
Grafico de Magnitude:   ou  = 20 log(1/ ω2 + 4) = 20 log (1/ ω2 + a2)
Grafico de Fase:   = − tan−1 (ω/2)

Para baixas freq. (jw<a; suponha w=a/10):

<latexit sha1_base64="ws9+jqOuU2rAfbkD08kw5D0N1p8="></latexit>

|G(j!)| ⇠= 20 log

✓
1

a

◆
= �20 log(a)

<latexit sha1_base64="cYgdvchQsYwoFnm8Jwfc7fHVxM0="></latexit>

|G(j!)| = 20 log

0

@ 1q�
a
10

�2
+ a2

1

A = 20 log

0

@ 1q
101a2

100

1

A

<latexit sha1_base64="uJmGycRoXrC5gLNqEFmEfSljTvg="></latexit>

|G(j!)| = �20 log(2) = �6, 0205999133 dB

Lembrando que: 

  

  

  

  

  

  

  

  

loga b = x ∴ ax = b
log(1) = 0
log(2) = 0,3010299957
log(10) = 1
log(100) = 2 ∴ 102 = 100
log (1/10) = − log(10) = − 1

log(a ⋅ b) = log(a) + log(b)
log (a/b) = log(a) − log(b)
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Intro Resposta em Frequencia (Controle Automático II)
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Exemplo 1:

Assintóticamente:
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Prof. Fernando Passold Ref: URL: http://www.swarthmore.edu/NatSci/echeeve1/Ref/LPSA/Bode/BodeHow.html 

<latexit sha1_base64="t8koxWHUmv3+O1nVHPfS/uvj94Y=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ34WetXtEcvwSJUhJKUor0IBQ96rGA/oA1ls9m0SzebsLsRQqh/xYsHRbz6Q7z5b9y2OWjrg4HHezPMzPNiRqWy7W9jbX1jc2u7sFPc3ds/ODSPjjsySgQmbRyxSPQ8JAmjnLQVVYz0YkFQ6DHS9SY3M7/7SISkEX9QaUzcEI04DShGSktDs3RbkefXAz8QCGfONJMXtenQLNtVew5rlTg5KUOO1tD8GvgRTkLCFWZIyr5jx8rNkFAUMzItDhJJYoQnaET6mnIUEulm8+On1plWfCuIhC6urLn6eyJDoZRp6OnOEKmxXPZm4n9eP1FBw80ojxNFOF4sChJmqciaJWH5VBCsWKoJwoLqWy08RjoHpfMq6hCc5ZdXSadWdS6r9ft6udnI4yjACZxCBRy4gibcQQvagCGFZ3iFN+PJeDHejY9F65qRz5TgD4zPH3ROk/0=</latexit>

G(s) =
1

s+ 2
Grafico de Magnitude:   ou  = 20 log(1/ ω2 + 4) = 20 log (1/ ω2 + a2)
Grafico de Fase:   = − tan−1 (ω/2)

Para baixas freq. (jw<a; suponha w=a/10):

<latexit sha1_base64="ws9+jqOuU2rAfbkD08kw5D0N1p8="></latexit>

|G(j!)| ⇠= 20 log

✓
1

a

◆
= �20 log(a)

<latexit sha1_base64="cYgdvchQsYwoFnm8Jwfc7fHVxM0="></latexit>

|G(j!)| = 20 log

0

@ 1q�
a
10

�2
+ a2

1

A = 20 log

0

@ 1q
101a2

100

1

A

Para altas freq. (jw>a; suponha w=10a):
<latexit sha1_base64="dF+cogrt5449TAzx2d/ugPRGUZU="></latexit>

|G(j!)| = 20 log

0

@ 1q
(10 a)2 + a2

1

A = 20 log

✓
1p

101a2

◆

Para altas freq. (jw>a):

<latexit sha1_base64="6xxpAvEUTmfbPD4n+iDWgo/aL8E="></latexit>

|G(j!)| ⇠= 20 log

✓
1p
100a

◆
⇠= 20 log(1)| {z }

0

�20 log(10a)

<latexit sha1_base64="uJmGycRoXrC5gLNqEFmEfSljTvg="></latexit>

|G(j!)| = �20 log(2) = �6, 0205999133 dB

<latexit sha1_base64="VzqztCB1Inwli0JpqBIXIpAWeak="></latexit>

|G(j!)|
��
!=10a

⇠= �20 log(2 · 10) = �26, 0205999133 dB

E para  , teremos:ω = a

<latexit sha1_base64="6KUjKnYea0Nh+YpL7eXFxLPxnTQ=">AAACDXicbVC7SgNBFJ2Nrxhfq5Y2g1HYFIbdENQyYKFlBPOAbAizk9nNmNmZZWZWCEl+wMZfsbFQxNbezr9x8ig08cCFwzn3cu89QcKo0q77bWVWVtfWN7Kbua3tnd09e/+grkQqMalhwYRsBkgRRjmpaaoZaSaSoDhgpBH0ryZ+44FIRQW/04OEtGMUcRpSjLSROvbJ6Nq590VMIlQYQR8LHsGzkuszETlwpsNCx867RXcKuEy8OcmDOaod+8vvCpzGhGvMkFItz010e4ikppiRcc5PFUkQ7qOItAzlKCaqPZx+M4anRunCUEhTXMOp+ntiiGKlBnFgOmOke2rRm4j/ea1Uh5ftIeVJqgnHs0VhyqAWcBIN7FJJsGYDQxCW1NwKcQ9JhLUJMGdC8BZfXib1UtE7L5Zvy/mKM48jC47AMXCABy5ABdyAKqgBDB7BM3gFb9aT9WK9Wx+z1ow1nzkEf2B9/gBjgpnH</latexit>

|G(j!)| ⇠= �20 log(!)

<latexit sha1_base64="mCW538mmyJtehwdqL+VX86Q5XZM="></latexit>

|G(j!)| = 20 log

✓
1p

a2 + a2

◆

<latexit sha1_base64="IJ4yqHcdPKNQMi0N/RMAmTmDieo="></latexit>

|G(j!)| = �20 log(
p
2a2) = �20 log(

p
2)| {z }

�3,0103 dB

�20 log a

<latexit sha1_base64="BTMo8wcG3s+rSkBcLjYx7Kt51xg="></latexit>

�20 log(
p
2)| {z }

�3,0103 dB

�20 log 2 = �9, 0309 dB
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Bode Plot

a)   
    (Derivador Puro);

G(s) = s

b)      

    (Integrador Puro);

G(s) =
1
s

c)  G(s) = (s + a)

d)  G(s) =
1

(s + a)

   (rad/s)
freq

a
   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

   (rad/s)
freq

a

  +20 (db/déc)

  −20 (db/déc)

  −20 (db/déc)

  +20 (db/déc)
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bode_lado_lado.m
% Mostrar diagrama de Bode: Magnitude x Fase, lado a lado 
% Entrada: variável G = tf(.) 
% Fernando Passold, em 10.06.2022 
  
W={0.01,100}; 
[MAG,PHASE,Wb] = bode(G,W); 
  
% Diagrama de Magnitude 
subplot(121); 
% bodemag(G,W); % até poderia ser usado 
MAG=squeeze(MAG); % reduce dimensions 
mag = 20*log10(MAG); 
semilogx(Wb,mag,'LineWidth',3) 
grid on 
axis([0.01 100 -50 50]) 
title ('Bode Plot') 
xlabel('Frequência (rad/s)'); 
ylabel('Magnitude (dB)'); 
yticks([-40 -20 0 20 40]); 
  
% Diagrama de Fase 
subplot(122); 
% Detalhe: PHASE = 1 x 1 x 41 !!! 
PHASE=squeeze(PHASE); % reduce dimensions 
semilogx(Wb,PHASE,'LineWidth',3) 
axis([0.01 100 -100 100]) 
grid on 
title ('Bode Plot') 
xlabel('Frequência (rad/s)'); 
ylabel('Ângulo (graus)'); 
yticks([-90 -45 0 45 90]); 
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} Diagrama de Bode para: 
} Se s = jw: (Derivador Puro) 

} Para baixas frequências  
(w < a):  

} Para frequências elevadas  
(w > a)

Revisão de traçados de Diagramas de Bode…

 12

)()( assG +=

⎟
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⎛ +=+= 1)()(
a
wjaajwjwG
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=
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
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Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
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-90

-45
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)

Valores em   rad/s  
 (1 década abaixo do pólo em  ): 

  

 

  

  

  

  dB 

 

ω = 0,1
s = − 1

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 100)
=

s + 10
s2 + 101s + 100

G( jω) =
10 + j0,1

( j0,1)2 + j10,1 + 100
=

10 + j0,1
100 − 0,01 + j10,1

G( jω) =
10 + j0,1

99,99 + j10,1
=

102 + 0,12 ∠tan−1(0,1/10)

99,992 + 10,12 ∠tan−1(10,1/99,99)

G( jω) =
10∠0,57o

100∠5,768o

|G( jω) |dB = 20 log
1
10

= − 20

∠G( jω) = − 5,1951o
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
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-90

-45

0
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)

Valores em   rad/s (no pólo em  ): 

  

 

  

  

  

  

  dB 

 

ω = 1 s = − 1

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 100)
=

s + 10
s2 + 101s + 100

G( jω) =
10 + j1

( j )2 + j101 + 100
=

10 + j1
100 − 1 + j101

G( jω) =
10 + j1

99 + j101
=

102 + 12 ∠tan−1(1/10)

992 + 1012 ∠tan−1(101/99)

G( jω) =
101 ∠5.7106o

20002
1002 + 1002= 20000

∠45.573o

G( jω) =
10,05∠5,7106o

141,43∠45.573o
= 0.07106 ∠ − 39.862o

|G( jω) |dB = 20 log(0,07106) = − 22,968
∠G( jω) = − 39,862o
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
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B)

10-2 10-1 100 101 102 103 104
-90

-45

0
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)

Valores em  10 rad/s (no pólo em  10): 

  

 

  

  

  

  

  dB 

 

ω = s = −

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 100)
=

s + 10
s2 + 101s + 100

G( jω) =
10 + j10

( j10)2 + j1010 + 100
=

10 + j10
100 − 100 + j1010

G( jω) =
10 + j10

j1010
=

102 + 102 ∠tan−1(10/10)
1010 ∠90o

G( jω) =
200 ∠ 45o

1010 ∠ 90o

G( jω) =
14,142 ∠ 45o

1010 ∠ 90o
= 0.014002 ∠ − 45o

|G( jω) |dB = 20 log(0.014002) = − 37,076
∠G( jω) = − 45o
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
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-90

-45
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e 
(d

eg
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)

Valores em  100 rad/s (no pólo em  100): 

  

 

  

  

  

  

  dB 

 

ω = s = −

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 100)
=

s + 10
s2 + 101s + 100

G( jω) =
10 + j100

( j100)2 + j10100 + 100
=

10 + j100
100 − 10000 + j10100

G( jω) =
10 + j100

−9900 + j10100
=

102 + 1002 ∠tan−1(100/10)

(−9900)2 + 101002 ∠tan−1(10100/ − 9900)

G( jω) =
10100 ∠ 84,289o

200020000 ∠134,43o

G( jω) =
100,5∠ 84,289o

14143∠ 134.43o
= 0,007106 ∠ − 50.138o

|G( jω) |dB = 20 log(0,007106) = − 42.968
∠ G( jω) = − 50,138o
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)

-80

-60

-40

-20

M
ag

ni
tu

de
 (d

B)

10-2 10-1 100 101 102 103 104
-90

-45
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)

Valores em  1000 rad/s  

(1 década acima do pólo em  100): 

  

 

  

  

  

 

e 

  dB 

 

ω =
s = −

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 100)
=

s + 10
s2 + 101s + 100

G( jω) =
10 + j1000

( j1000)2 + j10100 + 100
=

10 + j1000
100 − 1000000 + j10100

G( jω) =
10 + j1000

−999900 + j10100

G( jω) =
1000100 ∠ 89,427o

9,999 × 1011 ∠ 179,42o

G( jω) =
1000 ∠ 89,427o

999950 ∠ 179,42o
= 0.0010001

≅1/1000

∠ − 89,994o

|G( jω) |dB = 20 log(0.0010001) = −59,999
≅−60

∠G( jω) ≅ − 90o
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Exemplo 2)

1. Cálculo do ganho “DC" (ganho de   em regime 
permanente): 
  

Neste caso: Ganho DC quando aplicado degrau 

  

  

2. Lembrar que: 
cada pólo decrementa ganho de: -20 db/déc; 
cada zero incrementa ganho de: +20 db/déc.

G(s)

lim
t→∞

g(t) = lim
s→0

s ⋅ G(s)

= K ⋅ lim
s→0 ( 1

s )
Degrau

⋅ [ s (s + 10)
(s + 1)(s + 10) ] = K ⋅

10
(1)(100)

=
1

10
= 0,1

Ganho DC
dB

= 20 log(K ⋅ 1/10) = − 20 + 20 log(K ) dB

G(s) = K ⋅
(s + 10)

(s + 1)(s + 100)

-80

-60

-40

-20

M
ag

ni
tu

de
 (d

B)

10-2 10-1 100 101 102 103 104
-90

-45

0

Ph
as

e 
(d

eg
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

>> G=tf([1 10],poly([-1 -100])) 
G = 
       s + 10 
  ----------------- 
  s^2 + 101 s + 100 

>> zpk(G) 

    (s+10) 
  ------------- 
  (s+100) (s+1) 

>> bode(G) 
>> grid

−20db/dec (pólo em s=1)

+20db/dec (zero em s=10)
−20db/dec (pólo em s=100)
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Outros exemplos:
}  

⎟
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

1)10log(
10
1

log

1)10log(

1 −==⎟
⎠

⎞
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⎛
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Linha de base, 
ganho = 0,1 
(-20 dB)
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Outros exemplos:
}  
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)
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10
1

log
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Zero na origem
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(zero na origem)
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Outros exemplos:
}  
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

1)10log(
10
1
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1)10log(
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−

+20 dB/déc 
(zero na origem)

‒20 dB/déc 
(polo em -10)
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Outros exemplos:
}  
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Ganho de magnitude:

40 db
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Outros exemplos:
}  
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Outros exemplos:
}  
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Outros exemplos:
}  
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Outros Exemplos:
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Outros Exemplos:
}  

( )

( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

+
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

+
=

++

+
=

1
100

1
10

1000

1

1
100

1001
10

10

1
)100)(10(

1)(3

ss
s

ss
s

ss
ssG



Controle Automático I Prof. Fernando Passold 29

Outros Exemplos:
}  
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Outros Exemplos:
}  
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Outros Exemplos:
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Outros Exemplos:
}  
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Outros Exemplos:
}  
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Outros Exemplos:
}  
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>>	poles=roots([1	3	3	3]) 
poles	= 
		-2.2599										 
		-0.3700	+	1.0911i 
		-0.3700	-	1.0911i 
>>	theta=pi-atan2(imag(poles(2)),real(poles(2))); 
>>	theta*180/pi 
ans	=			71.2663 
>>	zeta=cos(theta) 
zeta	=				0.3212 
>>	OS=exp(-(zeta*pi)/(sqrt(1-zeta*zeta)))*100 
OS	=			34.4580 
>>
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Sistemas com polos complexos
} Seja:  

} Em baixas frequências: 

} Em altas frequências: 

} Detalhes: 
} wn: frequência de corte (quebra). 
} Fase em wn: 

 
 
 
em wn o resultado é:              assim a fase na frequência natural é de +90o

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= 122)( 2

2
222

nn
nnn w

s
w
swwswssG ζζ

o
nn wwsG 0)( 22 ∠=≈

2)( ssG ≈
owwjwG 180)( 22 ∠=−≈

2log20)(log20log20 nwjwGM ==

wwjwGM log40log20)(log20log20 2 ===

( ) wwjwwwswsjwG nnjwsnn ζζ 22)( 2222 +−=++=
→

22 nwj ζ
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Sistemas com polos complexos
} Seja:  

} Em baixas frequências: 
} Em altas frequências:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= 122)( 2

2
222

nn
nnn w

s
w
swwswssG ζζ

o
nn wwsG 0)( 22 ∠=≈

2)( ssG ≈
owwjwG 180)( 22 ∠=−≈

2log20)(log20log20 nwjwGM ==

wwjwGM log40log20)(log20log20 2 ===
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Sistemas com polos complexos 
Correções em diagrama assintótico..
} Seja:  

} Um polinômio de 1ª-ordem resulta numa diferença não superior a 3,01 dB na 
magnitude e 5,71º em relação à fase (no ponto do polo). 

} Um polinômio de 2ª-ordem pode implicar maior disparidade, depende do valor de 
ζ (na localização dos polos complexos):

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= 122)( 2

2
222

nn
nnn w

s
w
swwswssG ζζ

2222 )2()( wwwwM nn ζ+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
= −

22
1 2tan

ww
wwFase

n

nζ

( ) wwjwwwswsjwG nnjwsnn ζζ 22)( 2222 +−=++=
→
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} Seja: 

Sistemas com polos complexos 
Correções em diagrama assintótico..

 38

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= 122)( 2
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swwswssG ζζ 2222 )2()( wwwwM nn ζ+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
= −

22
1 2tan

ww
wwFase

n

nζ

( ) wwjwwwswsjwG nnjwsnn ζζ 22)( 2222 +−=++=
→
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Sistemas com polos complexos 
Correções em diagrama assintótico..
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Exemplo polos complexos
}  

100
1)( 2 ++

=
ss

sG

)105,0)(105,0(
1)(

jsjs
sG

−+++
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= 122)( 2

2
222

nn
nnn w

s
w
swwswssG ζζ

10100 ==nw 05,020/12/1 === nwζ

20*log10(1/100)=-40 db



Controle Automático I Prof. Fernando Passold 41

Problemas sugeridos:

503
1030)( 21 ++

+
=

ss
ssH

• valor constante = 6,   
• um zero e s=-10,   
• e par de polos complexos conjugados em: raízes de: s2+3s+50=0; 
• Polos complexos em s=-1,5 ± j6,9 (onde j=sqrt(-1)).   
Uma maneira mais comum (e útil para nossos propósitos) de expressar isso é 
usar a notação padrão para um polinômio de segunda ordem:

>> roots([1 3 50]) 
ans = 
  -1.5000 + 6.9101i 
  -1.5000 - 6.9101i 
>>
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Problemas sugeridos:

503
530)( 22 ++

=
ss
ssH

• valor constante = 6,   
• um zero e s=-10,   
• e par de polos complexos conjugados em: raízes de: s2+3s+50=0, ou:



Controle Automático I Prof. Fernando Passold 43

Estabilidade, Margem de Ganho, GM e Margem de Fase,  
através do Diagrama de Bode…

Φ𝑀 

GM

 Φ𝑀
-180o
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} Fator de amortecimento, ζ e resposta em frequência de malha 
fechada, T(s):

Relação entre Transitório de Malha Fechada e  
Resposta em Frequência de malha aberta

 44

FTMA(s)

FTMF(s)
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Relação entre Transitório de Malha Fechada e  
Resposta em Frequência de malha aberta
} Através do Diagrama de Bode de um sistema ainda em malha aberta, G(s), 

se pode prever o porcentual de sobressinal, %OS, do sistema em malha 
fechada, T(s): 
} Este valor se pode obter a partir da margem de fase do sistema em malha aberta:

)(sG MΦ
Bode

ζ 100%
21/
×=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− ζζπ

eOS

( )
)100/(%ln

100/%ln
22 OS
OS

+

−
=

π
ζ

)(sT

Se é possível variar o ΦM,  
então se pode variar o %OS!
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22
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wss
wsG
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=

Sistema malha aberta:

Sistema malha fechada:

Encontrando frequência w1 onde

1
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=
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=
wwjw

wjwG
n

n

ζ

1)( =jwG
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Relação entre Transitório de Malha Fechada e  
Resposta em Frequência de malha aberta
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2
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2
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>>	fplot(@(zeta)	atan2(2*zeta,sqrt(-2*zeta*zeta+sqrt(1+4*zeta^4)))*180/pi,	[0	3]	) 
>>	grid	
>>	title('Phase	margin	\times	Damping	ration') 
>>	xlabel('Damping	ratio,	\zeta') 
>>	ylabel('Phase	margin,	\Phi_M	(degrees)')
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Relação entre Transitório de Malha Fechada e  
Resposta em Frequência de malha aberta
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Relação entre Transitório de Malha Fechada e  
Resposta em Frequência de malha aberta

“Zoom"
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Outros Exemplos:
}  
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Ex. Compensador de Atraso de Fase (Lag)
1. Melhorar constante de erro estático sem comprometer a estabilidade do sistema; 

2. Aumentar a Margem de Fase do sistema de forma a satisfazer a resposta transitória 
desejada.
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Resumo:  
Caso de pólo simples real…
  

Onde   = freq. de corte (  dB neste ponto); 

Magnitude: 

Quando  , teremos:   e: 

Quando  , acontece:   e:  

     

Se:  

Quando  : 

G(s) = 1 +
s

ωp
=

1
1 + j ω

ωp

ωp −3

ω < < ωp ω /ωp → 0

ω > > ωp ω /ωp → ∞

|G( jω) |dB ≈ − 20 log10(ω /ωp)

ω = ωp

<latexit sha1_base64="gF1QD03EAJ87Yz92JZbK/70fhKI="></latexit>

|G(j!)|dB = 20 · log10

1/

s

1 +

✓
!

!p

◆2
�

<latexit sha1_base64="4SnRzuqzgQIivW21lSePr/8EBAU="></latexit>q
1 + (!/!p)

2 ⇡
q

(!/!p)
2 ⇡ !/!p

<latexit sha1_base64="dETUKBj1dzPakf1lGHLNBg4OHY4="></latexit>

! = 10!p ) |G(j!)|dB = �20 log10(10⇢⇢!p/⇢⇢!p)
<latexit sha1_base64="iRcvFFkGI2nHBmjvdjoEcZ7YYPk="></latexit>

|G(j!)|dB = �20 log10(10) = �20 dB

<latexit sha1_base64="9hZvhFr7tidbJzFlYBg8KpnirwA="></latexit>q
1 + (!/!p)

2 ⇡ 1 ) |G(j!)|dB ⇡ �20 log10(1/1) = 0

<latexit sha1_base64="t5LY8O6Y6OOKmQxZmMUG4QL/7bc="></latexit>

|G(j!p)|dB = 20 log10

⇣
1/

q
1 + (!p/!p)

2

⌘

<latexit sha1_base64="J8DiIxhXB/60sznVw+30f5h1OcY="></latexit>

|G(j!p)|dB = 20 log10 (1/
p
2) ⇡ �3 dB

<latexit sha1_base64="LuaahGqyKnKfHr2HDgaD/+xUoFQ="></latexit>

|G(j!)| =
���1/

✓
1 + j

!

!p

◆��� = 1/
s

12 +

✓
!

!p

◆2
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Resumo:  
Caso de pólo simples real…
  

Onde   = freq. de corte (  neste ponto); 

Fase: 

Quando  , teremos:   e: 

Quando  , acontece:   e:  

Quando  : 

G(s) = 1 +
s

ωp
=

1
1 + j ω

ωp

ωp −45o

ω < < ωp ω/ωp → 0

ω > > ωp ω/ωp → ∞

ω = ωp

<latexit sha1_base64="XOYw6tuFFqPeD6hGX5UgQZ65JZA="></latexit>

\G(j!) = \
h
1/

✓
1 + j

!

!p

◆i

<latexit sha1_base64="GkIXAsbJgwkxMsoXSMWwuQIMu/E="></latexit>

\G(j!) = �\
✓
1 + j

!

!p

◆
= � tan�1

✓
!

!p

◆

<latexit sha1_base64="AcptNlfnEz9nq8+FFlrsjRv2ITM="></latexit>

\G(j!) ⇡ � tan�1 (1) = �90o = �⇡

2
rad

<latexit sha1_base64="M3ij+vKRYa1is9s843kncDEoPXs="></latexit>

\G(j!) ⇡ � tan�1 (0) = 0o = 0 rad

<latexit sha1_base64="3O//jppHDwtAyM5H7xbfHspgLPs="></latexit>

\G(j!) ⇡ � tan�1 (1) = �45o = �⇡

4
rad

Ref.: https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html (acessado Jun/2022)

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html
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Resumo:  
Caso de zero simples real…
  

Onde   = freq. de corte (  dB neste ponto); 

Magnitude: 

  

Quando  , teremos:   e: 

Quando  , acontece:   e:  

     

Se:  

Quando  : 

G(s) = 1 +
s

ωz
= 1 + j

ω
ωz

ωz +3

|G( jω) | = 1 + j
ω
ωz

ω < < ωz ω /ωz → 0

ω > > ωz ω /ωz → ∞

|G( jω) |dB ≈ 20 log10(ω /ωz)

ω = ωz

<latexit sha1_base64="dmRVGOzJ3NitLKZLkZVLBtdQf3U="></latexit>q
1 + (!/!p)

2 ⇡ 1 ) |G(j!)|dB ⇡ 20 log10(1) = 0

<latexit sha1_base64="69XxLwpeFD2zOWFO5wnBLISLf5o="></latexit>

|G(j!)|dB = 20 log10(10) = 20 dB

<latexit sha1_base64="heSRZmfyXSlXyr/07hnnqTfZklM="></latexit>q
1 + (!/!z)

2 ⇡
q
(!/!z)

2 ⇡ !/!z

<latexit sha1_base64="1TNoS2Vb2FO+GrkF+BSjDf9L8NM="></latexit>

|G(j!)|dB = 20 · log10
q

1 + (!/!z)
2
�

<latexit sha1_base64="cKDUI/aEey+1hnVPl/SlviC1KM8="></latexit>

! = 10!z ) |G(j!)|dB = 20 log10(10⇢⇢!z/⇢⇢!z)

<latexit sha1_base64="HV0TM9Ehg32h+XUqIe/DBWpXP44="></latexit>

|G(j!z)|dB = 20 log10

✓q
1 + (!z/!z)

2
◆

<latexit sha1_base64="2i+xnek0u09yjp6ndqSTfkbYJCI="></latexit>

|G(j!p)|dB = 20 log10

⇣p
2
⌘
⇡ 3 dB
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Resumo:  
Caso de zero simples real…
  

Onde   = freq. de corte (  neste ponto); 

Fase: 

Quando  , teremos:   e: 

Quando  , acontece:   e:  

Quando  : 

G(s) = 1 +
s

ωz
= 1 + j

ω
ωz

ωz +45o

ω < < ωz ω/ωz → 0

ω > > ωz ω/ωz → ∞

ω = ωz

Ref.: https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html (acessado Jun/2022)

<latexit sha1_base64="YptKqCWda/1wJb7W0R2BpzENZIU="></latexit>

\G(j!) = \ (1 + j!/!p)
<latexit sha1_base64="Uc0hjkTvsOuynh8N+VPH7XUds50="></latexit>

\G(j!) = \
✓
1 + j

!

!p

◆
= tan�1

✓
!

!p

◆

<latexit sha1_base64="vp4P66mbSAuA1EDOJe9/YKQIlcw="></latexit>

\G(j!) ⇡ tan�1 (0) = 0o = 0 rad

<latexit sha1_base64="gqDjzmQc9iavDh0pQrbz+UNkWHU="></latexit>

\G(j!) ⇡ tan�1 (1) = 90o =
⇡

2
rad

<latexit sha1_base64="vC0/DeU3KjT/pPcxidxnqpGuzq8="></latexit>

\G(j!) ⇡ tan�1 (1) = 45o =
⇡

4
rad

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html
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Resumo: 
Pólo na origem

  

Magnitude: 

  

  

Fase: 

 

G(s) =
1
s

∴ G( jω) =
1
jω

= −
j
ω

|G( jω) | = −
j
ω

=
1
ω

|G( jω) |dB = 20 ⋅ log10 ( 1
ω ) = − 20 log10(ω)

∠ G( jω) = ∠ (−
j
ω ) = − 90o
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Resumo: 
Zero na origem

  
Magnitude: 

  

  
Fase: 
 

G(s) = s ∴ G( jω) = jω

|G( jω) | = jω = ω
|G( jω) |dB = 20 ⋅ log10 (ω) = 20 log10(ω)

∠ G( jω) = ∠ (jω) = 90o
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Resumo: 
Pólos complexos

Magnitude:

<latexit sha1_base64="1VDwUyBsogieut6UD3HZjp3mOe8="></latexit>

G(s) =
!2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
1

⇣
s
!n

⌘2
+ s2⇣

⇣
s
!n

⌘
+ 1

<latexit sha1_base64="BD2ygi5zQHEppb940S+NzReottA="></latexit>
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�������
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�������
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⇣

!
!n

⌘2
+ j2⇣

⇣
!
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⌘
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�������
<latexit sha1_base64="Om5VkwnnAY2vDilXrhfux1jVilY="></latexit>

|G(j!)| =

��������

1
1�

⇣
!
!n

⌘2
�
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h
2⇣

⇣
!
!n

⌘i

��������
=

1s
1�

⇣
!
!n

⌘2
�2

+
⇣
2⇣ !

!n

⌘2

Caso de  : pode-se aproximar (1) para: 
    

ω < < ωn
|G( jω) |dB = − 20 ⋅ log10(1) = 0

Caso de  : pode-se aproximar (1) para: 

     

Isto implica que para década acima de  , magnitude   (dB/déc).

ω > > ωn

|G( jω) |dB = − 20 ⋅ log10 [( ω
ωn )

2

] = − 40 log10 ( ω
ωn )

ωn = − 40

<latexit sha1_base64="0MLrTk8q9Wuj8CEM1G5dfkiLOHk="></latexit>

|G(j!)|dB = �20 · log10

8
><

>:

vuut
"
1�

✓
!

!n

◆2
#2

+

✓
2⇣

!

!n

◆2

9
>=

>;
(1)

Caso de  : ocorre um pico próximo de  : 

   Ocorre em  :   

   Pico ocorre para:  , com valor de: 

     

    Ver próximo slide para maiores detalhes.

ω ≈ ωn ωn

ωτ ωτ = ωn 1 − 2ζ2

0 < ζ < 1/2
|G( jωτ) | =

1

2ζ 1 − ζ2
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Resumo 
Pólos complexos ( )0 < ζ < 1
Seja: 

Um pico de ganho pode ser identificado em  , 
fazendo: 

  

Este pico ocorre em:  , 

Com magnitude de: 

  

  

O pico apenas existe para:   

|G( jω) |

d
dω ( |G( jω) |)

ω→0

ωτ = ωn 1 − 2ζ2

|G( jω) | =
1

2ζ 1 − ζ2
≈

1
2ζ

|G( jω) | = − 20 log10 (2ζ 1 − ζ2)
0 < ζ < 0,707 ( = 1/ 2)

<latexit sha1_base64="1VDwUyBsogieut6UD3HZjp3mOe8="></latexit>

G(s) =
!2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
1

⇣
s
!n

⌘2
+ s2⇣

⇣
s
!n

⌘
+ 1

<latexit sha1_base64="ww1gFbkv19CEqfMrkvE7fJ3JAac="></latexit>

|G(j!)| = 1s
1�

⇣
!
!n

⌘2
�2

+
⇣
2⇣ !

!n

⌘2

Ref.: https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/underdamped/underdampedApprox.html#Simpler (acessado em Jun/2022)

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/underdamped/underdampedApprox.html#Simpler
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Resumo: 
Pólos complexos

Fase:

<latexit sha1_base64="1VDwUyBsogieut6UD3HZjp3mOe8="></latexit>

G(s) =
!2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
1

⇣
s
!n

⌘2
+ s2⇣

⇣
s
!n

⌘
+ 1

Caso de  : pode-se aproximar (2) para: 

    

ω < < ωn

∠ G( jω) ≈ − tan−1 ( 2ζω
ωn ) ≈ − tan−1(0) = 0o = 0 rad

Caso de  : pode-se aproximar (2) para: 
    

ω > > ωn
∠ G( jω) ≈ − 180o = − π rad

<latexit sha1_base64="/A/R/+tmNPW9uJBprShxUs1gISw="></latexit>

\G(j!) = \

2

64
1

⇣
j!
!n

⌘2
+ 2⇣

⇣
j!
!n

⌘
+ 1

3

75

<latexit sha1_base64="9E2PFVLCeZymbue7V4f4SPd1Osg="></latexit>

\G(j!) = �\
"✓

j!

!n

◆2

+ 2⇣

✓
j!

!n

◆
+ 1

#

<latexit sha1_base64="sQ9HeEQPxfzHaQSfE/1vLcVJm78="></latexit>

\G(j!) = �\
"
1�

✓
!

!n

◆2

+ 2⇣

✓
j!

!n

◆#

<latexit sha1_base64="XKiUf7k0Cf9mwAcahrgXx2uOzjw="></latexit>

\G(j!) = � tan�1

"✓
2⇣

!

!n

◆, 
1�

✓
!

!n

◆2
!#

(2)

Caso de  :  
    

ω = ωn
∠ G( jω) ≈ − 90o = − π /2 rad
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Resumo 
Pólos complexos ( )0 < ζ < 1

Seja: 

A declividade de  , pode ser obtida, fazendo: 

  

O que permite identificar os pontos: 

  

  

∠ G( jω)
d

dω (∠ G( jω))
ω→0

ωlow = ωne− π
2 ζ ≈ ωn ⋅ 0,2ζ

ωhigh =
ωn

e− π
2 ζ

≈
ωn

0,2ζ
= ω ⋅ 5ζ

<latexit sha1_base64="1VDwUyBsogieut6UD3HZjp3mOe8=">AAAC33icdVFdaxNBFJ1dv2r8SvXRl8FUSGgMu0tREQoFEX2sYNpCJg2zk9lk6OzMMnNXEpd59k18E3+aP0ZwNtlI0+qFhXPPPffc5UxaSGEhin4F4Y2bt27f2bnbunf/wcNH7d3HJ1aXhvEh01Kbs5RaLoXiQxAg+VlhOM1TyU/Ti7f1/PQzN1Zo9QmWBR/ndKZEJhgFT03aP953be+QTDNDWUV0zmd0os4TV9nzZD8hXzjQDY st3seXJPgQN3uxq4jkGXQxWfXW/bVymBgxm0PP29nG73/SRumvxG7S7kSDaFX4Oogb0EFNHU92g4hMNStzroBJau0ojgoYV9SAYJK7FiktLyi7oDM+8lDRnNtxtUrQ4eeemeJMG/8pwCv28kZFc2uXeeqVOYW5vTqryX/NRiVkr8eVUEUJXLH1oayUGDSunwNPheEM5NIDyozw/4rZnPpkwD/a1pVFnZc3wHvEblJP3N5gS8SoYlzWqneLN5is2673ynv9TQu6ily1cC2fcXw10evgJBnELwcHHw86R/0m7R30FD1DXRSjV+gIfUDHaIgY+h10gn7wIqTh1/Bb+H0tDYNm5wnaqvDnHxH85HQ=</latexit>

G(s) =
!2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
1

⇣
s
!n

⌘2
+ s2⇣

⇣
s
!n

⌘
+ 1

Ref.: https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/underdamped/underdampedApprox.html#Simpler (acessado em Jun/2022)

<latexit sha1_base64="XKiUf7k0Cf9mwAcahrgXx2uOzjw=">AAADCXichVFdi9NAFJ3Er7V+dfXRl8Gu2EK3m4TFFUFYFNEXYQXbLjTdMp3epONOJtnMjbQO+QX+Gt/EN/FX+G+cNJW1u4IXhjn3nnvuHc5MMyk0et4vx71y9dr1G1s3G7du37l7r7l9f6DTIufQ56lM8+Mp0yCFgj4KlHCc5cCSqYTh9PRVxQ8/Qa5Fqj7gMoNxwmIlIsEZ2tKk+SNkKpZAwy590/4YpgnErENf0F0aIlMnZt cvKy6UEOGoYWrQpkH4GZCtmChn3NTCcn1PlBXlIp5jh1r0UsTx3rnWr4bX8D/ik+B8TKNGYxqeFWxmXwcLNO2gU06aLa/nrYJeBv4atMg6jibbjhfOUl4koJBLpvXI9zIcG5aj4BLspkJDxvgpi2FkoWIJ6LFZeV3Sx7Yyo1Ga26OQrqp/KwxLtF4mU9uZMJzri1xV/Bc3KjB6NjZCZQWC4vWiqJAUU1p9HJ2JHDjKpQWM58K+lfI5s/6h/d6NLYvKVTuA7oR6ZbBfmqDc6W00caY4yKrr9eI5Deu0bWclne6fFFPjlWZRNqzH/kVHL4NB0POf9vbf77cOu2u3t8hD8oi0iU8OyCF5S45In3DnifPOGThD94v71f3mfq9bXWeteUA2wv35G8eX7+4=</latexit>

\G(j!) = � tan�1

"✓
2⇣

!

!n

◆, 
1�

✓
!

!n

◆2
!#

(2)

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/underdamped/underdampedApprox.html#Simpler
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Resumo: Esboços Diagramas de Bode
} https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html 

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeHow.html
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Resposta frequencial:: Aplicação
} https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeWhat.html 

https://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeWhat.html
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Resposta frequencial 
Aplicação
} Problema: mostre o sinal de saída para o 

sistema ao lado quando se aplica ao mesmo 
um cosseno de 2 Vpp à frequência de 1 Hz. 

} Considerar: R = 2 MΩ e C = 1 µF 
} Solução: 

  

  

  (rad/s) 

  Hz  

  

 

H(s) =
1

1 + sRC
=

1
1 + 2 × 106 ⋅ 1 × 10−6 ⋅ s

=
1

1 + 2s

H( jω) =
1

1 + j2ω
=

1
1 + j ω

ωp

ωp = 1/2

∴ fp =
ω
2π

=
1

4π
= 0,079577

Vout( jω) = Vin( jω) ⋅ H( jω)
|Vout( jω) | =

<latexit sha1_base64="RzPWunkcJJesMWCmyMq/GuyjNsk="></latexit>

|H(j!)| =
���1/

✓
1 + j

!

!p

◆��� = 1/

s

12 +

✓
!

!p

◆2

<latexit sha1_base64="rh//y1VuiAk8BWRPOSVWOJ6XbL4="></latexit>

\H(j!) = �\
✓
1 + j

!

!p

◆
= � tan�1

✓
!

!p

◆

Usando Matlab: 
>> H=tf(1,[2 1]) 
H = 
     1 
  ------- 
  2 s + 1 
>> pole(H) 
        -0.5 
>> f_p=1/(4*pi) 
f_p = 
     0.079577 
>> zpk(H) 
   0.5 
  ------- 
  (s+0.5) 
>> bode(G)
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Resposta frequencial 
Aplicação
} Problema: mostre o sinal de saída para o 

sistema ao lado quando se aplica ao mesmo 
um cosseno de 2 Vpp à frequência de 1 Hz. 

} Considerar: R = 2 MΩ e C = 1 µF 
} Solução: 

  

  

  (rad/s) 

  Hz  

  

 

H(s) =
1

1 + sRC
=

1
1 + 2 × 106 ⋅ 1 × 10−6 ⋅ s

=
1

1 + 2s

H( jω) =
1

1 + j2ω
=

1
1 + j ω

ωp

ωp = 1/2

∴ fp =
ω
2π

=
1

4π
= 0,079577

Vout( jω) = Vin( jω) ⋅ H( jω)
|Vout( jω) | =

<latexit sha1_base64="RzPWunkcJJesMWCmyMq/GuyjNsk="></latexit>

|H(j!)| =
���1/

✓
1 + j

!

!p

◆��� = 1/

s

12 +

✓
!

!p

◆2

<latexit sha1_base64="rh//y1VuiAk8BWRPOSVWOJ6XbL4="></latexit>

\H(j!) = �\
✓
1 + j

!

!p

◆
= � tan�1

✓
!

!p

◆

Usando Matlab: 
>> H=tf(1,[2 1]) 
H = 
     1 
  ------- 
  2 s + 1 
>> pole(H) 
        -0.5 
>> f_p=1/(4*pi) 
f_p = 
     0.079577 
>> zpk(H) 
   0.5 
  ------- 
  (s+0.5) 
>> bode(G) 
>> f=2*pi 
f = 
       6.2832
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Resposta frequencial 
Aplicação
} Problema: mostre o sinal de saída para o 

sistema ao lado quando se aplica ao mesmo 
um cosseno de 2 Vpp à frequência de 1 Hz. 

} Considerar: R = 2 MΩ e C = 1 µF 
} Solução: 

  

  

  (rad/s) 

  Hz  

  

 

H(s) =
1

1 + sRC
=

1
1 + 2 × 106 ⋅ 1 × 10−6 ⋅ s

=
1

1 + 2s

H( jω) =
1

1 + j2ω
=

1
1 + j ω

ωp

ωp = 1/2

∴ fp =
ω
2π

=
1

4π
= 0,079577

Vout( jω) = Vin( jω) ⋅ H( jω)
|Vout( jω) | =

<latexit sha1_base64="RzPWunkcJJesMWCmyMq/GuyjNsk="></latexit>

|H(j!)| =
���1/

✓
1 + j

!

!p

◆��� = 1/

s

12 +

✓
!

!p

◆2

<latexit sha1_base64="rh//y1VuiAk8BWRPOSVWOJ6XbL4="></latexit>

\H(j!) = �\
✓
1 + j

!

!p

◆
= � tan�1

✓
!

!p

◆

Usando Matlab: 
>> H=tf(1,[2 1]) 
H = 
     1 
  ------- 
  2 s + 1 
>> pole(H) 
        -0.5 
>> f_p=1/(4*pi) 
f_p = 
     0.079577 
>> zpk(H) 
   0.5 
  ------- 
  (s+0.5) 
>> bode(G) 
>> f=2*pi 
f = 
       6.2832 
>> ganho=10^(-22/20) 
ganho = 
     0.079433 
>> T=1/f 
T = 
      0.15915 
>> Delta_t=(85.4*T)/360 
Delta_t = 
     0.037755
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Ganho em  : 
  

  

  

  

  
  

  segundos 

Considerando   segundos.

ω = 1 Hz = 2π rad/s
|G( jω) |dB = − 22 dB

−22 = 20 log10( |G( jω) | )
|G( jω) | = 10− 22

20 = 0,079433
∠ G( jω) = − 85,4o = − 85,4o ⋅

π
180o

= − 1.4905 rad

T → 360o (2π)
Δt ← 85,4o

Δt =
85,4o ⋅ T

360o
= 0,037755

T = 0,15915
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Resposta frequencial 
Aplicação
} Problema: mostre o sinal de saída para o 

sistema ao lado quando se aplica ao mesmo 
um cosseno de 2 Vpp à frequência de 1 Hz. 

} Considerar: R = 2 MΩ e C = 1 µF 
} Solução: 

Usando Matlab: 
>> H=tf(1,[2 1]) 
H = 
     1 
  ------- 
  2 s + 1 
>> pole(H) 
        -0.5 
>> f_p=1/(4*pi) 
f_p = 
     0.079577 
>> zpk(H) 
   0.5 
  ------- 
  (s+0.5) 
>> bode(G) 
>> f=2*pi 
f = 
       6.2832 
>> ganho=10^(-22/20) 
ganho = 
     0.079433 
>> T=1/f 
T = 
      0.15915 
>> Delta_t=(85.4*T)/360 
Delta_t = 
     0.037755
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Phase (deg): -85.4

>> rad=(85.4*pi)/180 
rad = 
       1.4905 
>> ezplot(@(t)1*cos(2*pi*1*t),[0 2]) % 
onda entrada 
>> hold on 
>> ezplot(@(t)ganho*cos(2*pi*1*t-rad),
[0 2]) // onda saída 
>> axis([0 2 -1 1]) 
>> grid 
>> legend(‘V_{in}','V_{out}')
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