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POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA ‘

............................................ s-p]ane

G(s)

. . . 1
» Seja o0 seguinte sistema: R&)=5 |s+2] €& ~
qEIip 5 2 ~
> A resposta a uma entrada —

degrau unitario leva a:

Degrau: £ {u(t)} =1/s (a) Sistema em MA. (b) Polos e zeros de MA no plano-s
1
+ 2 A B 2/5 3/5
s(s+5) s s+5 S s+ 5 0.9
(s+5)|,_g ©
B_ (s + 2) _ g 0.7}
Tl 0.6
2 )
) =5 +} 0.5
fplot(@(t) (2/5)+(3/5 -5%t), [0 2 0.4
e T A FR

ps.: Note que o polo em s=—5 é estavel (resposta converge no tempo)
AN



POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA ‘
............................................ Gs) s-p]ane
1 A
: : : . R(sy= 1 C
> Seja o0 seguinte sistema: (s) s s+2 (s) .~ O —
s+5 ~
> A resposta a uma entrada S 2
degrau unitario leva a:
Degrau: £ {u(t)} = 1/s (a) Sistema em MA. (b) Pélos e zeros de MA no plano-s
Input pole System zero System pole
=TT T T T T T T
(s +2) A B 2/5 1
C - i I I — I
(5) s(s+5) s s+5 s += : | $+5 |
I .
PR | j@ : ! jo :
R i | | plene]
- : l | o |
g (812 _3 Lo | /5 ]
S | 5
2 3 s
c(t) = 5 + 56 transform |~/ Wy s+5"1
Zeros — X l::::—_t___i-_'
l Output | "-2-—-3 o
polos —= © time | o= T + ze
response
P '""“ﬁ?‘;—__ J

I LI | |
Forced response  Natural response
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POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA eros = X
polos — ©
............................................ s-p]ane
1 G(s)
> Seja o seguinte sistema: R(s) = s s+2 C(s) ~ O —
s+5 ~
-5 =2
> O que acontece quando (a) Sistema em MA. (b) Polos e zeros de MA no plano-s
fechamos a malha com Forward
. : transfer
controlador proporcional? Actuating ¢
Input signal Output
R(s) + ? E (s) XG(s) C(A)’
Rs) | KG(s) C)

Vamos perceber que a 1 + KG(s)H(s)

medida que aumentamos

K, os p6los em MF mud o ‘

» 05 polos em mudam (d) Sistema equivalente
de local. F;:g‘s’;:rk (ETMF).
function

(c) Fechando a malha.
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POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA zeros = X
polos — o
............................................ s-p]ane
. o S©
» Seja o0 seguinte sistema: R(s) = s s+2 C(s) . ) —
s+5 ~
-5 =2

> O que acontece quando (a) Sistema em MA. (b) Polos e zeros de MA no plano-s

fechamos a malha com

controlador proporcional

Output
((s)
(c) Fechando a malha: —
K G(s) R(s)
FTMF(s)= —
(5) 1+ KG(s) C(s) Ris) KG(s) )
K(5+2) 1 + KG(s)H(s)
(s15) K(s+2)
FTMEF(s)= —
(5) 1+ fgs:;) (s4+5)+ K(s+2)
K(s+2) (d) Sistema equivalente
FTMF(s)=
(5) (K +1)s + (2K +5) ) (FTME).
EC(s)
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POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA 70— X
............................................ GGs) P s-plane
> Seja o seguinte sistema: R(s) = %’ §I§ € *—O) —
» O que acontece quando S 2

fechamos a malha com

controlador proporcional? (a) Sistema em MA. (b) Pélos e zeros de MA no plano-s

% Determinando faixa de polos em MF,
% variando ganho para fig. 4.1 NISE
% Fernando Passold, em 01.04.2019

(c) Fechando a malha:

FTMF(s) = G(s) _ R(s) k=[0 0.1 0.5 1 1.5 2 4 10 50 100];
1-+an(?(3) -~ C(s) u=length(K);
fprintf(' K | EC(s)=0 | Polo em (s=)\n');
K 2 : .
FTMF(s) = (s +2) for i1 1;u | | N
(K +1)s + (2K +5) EC = [(K(L) + 1) (2%K(1) + 5)]; % monta EC(s)
polo = roots(EC);
Calculando polos de MF, variando K: Fprintf('%5.1F | %g s + %g = @ | %7.2f\n", K(1), EC(1),
K | EC(s)=0 | Polo em (s=) EC(2), poto);
0.0 | 1s+5=0 | -5.00 end
0.1 | 1.1 s +5.2=0 | -4.73
0.5 1.5s+6=0 | -4.00 @'L T ——
1.0 | 2s+7=0 | -3.50 (FTMF)
1.5 | 2.5s +8 =20 | -3.20
2.0 | 3s+9=20 | -3.00
4.0 | 5s+13=0 | -2.60
10.0 | 11 s + 25 =10 | -2.27
50.0 | 51 s + 105 =0 | -2.06
100.0 | 101 s + 205 = 0 | -2.03 6



POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA zeros = X
polos — ©
............................................ s-plane
| G)
> i ‘ ’ : R(s)= 3 Cl(s)
Seja o seguinte sistema S, i:g - *—O -
» O que acontece quando S 2
fechamos a malha com
controlador proporcional? (a) Sistema em MA. (b) Pélos e zeros de MA no plano-s
(c) Fechando a malha:
( ) R(S) Output
FTMF = (s)
(5) = 1+KG(3) ~ CO(s) L
K 2
FTME(s) = (K + 1)(8+ | : C(s
S + (QK + 5) R(-\). KG(s) (s)’_
, , 1 + KG(s)H(s)
Calculando polos de MF, variando K:
K | EC(s)=0 | Polo em (s=)
0.0 | 1s+5=0 | -5.00 —
0.1 | 1.1s+52=01] -4.73 (d) Sistema equivalente
0.5 | 1.5s+6=0 | -4.00
1.0 | 2s+7=0 | -3.50 (FTMF).
1.5 | 2.5s +8 =20 | -3.20
2.0 | 3s+9=0 | -3.00 Note: o p6lo de MA “caminha" na dire¢do
4.0 | 5s+13=0 | -2.60 i .
10.0 | 11 s +25=0 | -2.27 0 zero (mais proximo)
50.0 | 51 s + 105=0 | -2.06
100.0 | 101 s + 205 = 0 | -2.03
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POLOS E ZEROS DE UM SISTEMA zer0s = X
polos — o
............................................ Gs) s-plane
S
- l
g>_G tf([1 21,01 51) R&)=1 5] ) N
- + 9 "15+5 = )g \-2/
S + 5
>> rlocus(G) (a) Sistema em MA. (b) Polos e zeros de MA no plano-s
— Root Locus
(c) Fechando a malha: 0.2 . .
0.15 | E—
FTMF(s) = — 28 _ Bls) —~ Gain: 2.05
1+ K G(s) C(s) g 01 Pole: -2.99
i 5 fa,).% — Kt (D)?/rer:’rs)lhnc?o.t.l(%): 0
FTM F( ) (S T ) L:; : Frequc;qcy (rad/s): 2.99
(K +1)s+ (2K + 5) £ 00 X ——"
: .05
Calculando polos de MF, variando K: =
K | EC(s)=0 | Polo em (s=) E01
0.0 | 1s+5=20 | -5.00 -0.15}
0.1 | 1.1s +5.2=0] -4.73
0.5 | 1.5s+6=0 | -4.00 0.2 ' - - - -
1.0 | 2s+7 =20 | -3.50 © ° _4 Real,&?(is (secé%dsq) ! ° 1
1.5 | 2.5s +8 =20 | -3.20
2.0 | 3s+9=0 |  -3.00 Note: o polo de MA “caminha" na diregdo
4.0 | 5s+13=0 | -2.60 .
0.0 | 11s+25=0 | -2.27 do zero (mais proximo)
50.0 | 51 s + 105=0 | -2.06
100.0 | 101 s + 205 = 0 | -2.03



EX_2: SISTEMA DE 2°-0RDEM (SOMENTE 2 POLOS)

> Seja o seguinte sistema: R(s) + E(s) | K> [ Ye
s(s +10)

Pélos de MA em s=0¢e s=-10. T

Pole-Zero Map

KG Y 5
FTMFE(s) = 5) _ Y(s)
1+ KG(s) R(s) 4T
K 3t
S\ S K
FTMF(s) = —2tH9) ~o
1+ SG410) s(s+10)+ K v1
K % O v v R
FTMF(s) = E:
() s2 +10s+ K =l
Variando K obteremos os polos de MF em: E-2r
_3_
K Polo1 Polo 2
0 0 ~10 4r
5 —9.47214 —0.527864 ; R
10 —8.87298 —1.12702 0 e 8 7 6 5 -4 3 2 1 0
15 —8.16228 —1.83772 Real Axis (seconds )
;g —;.23607 —2.76393 v> G=tF(1.[1 10 01)

>> pzmap(G)

30 —5472.23607 —5 — 72.23607 >> axis([-10 @ -5 5])

35 —5+53.16228 —5 — 53.16228
40 -5+ j3.87298 —5 — j3.87298
45 —5+ j4.47214 —5 — j4.47214
50 —5+ j5 —5 — j5
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EX 2: SISTEMA DE 2 ==L % Determinando faixa de p?los em MF, variando ganho para fig. 8.4 NISE

% Fernando Passold, em 01.04.2019

....................................... K=0:5:50;
u=length(K);
> Seja O Seguinte sistema: f1::;_)1“1'.nt1"(' K & \\text{Polo 1} & \\text{Polo 2} \\\\ \n');
igure;
, for 1=1:u
Pélos de MA em s=0 e s=-10. Fprintf('%2g & ', K(1)):
EC = [1 10 K(1)]; % monta EC(s) (e mostra polin?mio)
polo = roots(EC);
FTMF(S) — KG(S) — Y(S) fprintf('%g ', real(polo(1)));
1+ }{'(}(3) }{(S) aux=num2str(K(i));
if ~(isreal(polo(1)))
———lgﬁy—- K plot(real(polo),imag(polo), 'bx", "LineWidth',2, 'Markersize',12)
ITJF]k[}W(S) — s(s+10)) — text(real(polo)+.2,imag(polo),aux);
1+ Efgégfﬁj S(S + 1C aux=abs(imag(polo(j)));
fprintf('+ j%g ', aux);
K else
lTJF]V[lF(S) — 5 plot(real(polo), [0 @], 'bx", 'LineWidth',2, 'Markersize',12)
5+ 10s + K text(real(polo)+.2,[0.2 0.2],aux);

. , end
Variando K obteremos os polos de MF e fprintf(' & %g ', real(polo(2))):

if ~(isreal(polo(1)))

K Polo 1 Polo 2 fprintf('- j%g ', aux);
5 —9.47214 —0.527864 if i==1

10 —8.87298 ~1.12702 hold on

15 —8.16228 —1.83772 end

20 —7.23607 —2.76393 TR S

25 —5 —5 end

30 —5+42.23607 —5— j2.23607 SElef Pl s )

35 =5 —|—]316228 —H — j316228 x].abe].('Real (\sigma) 1 ),

40 —5+ j3.87298 —5 — j3.87298
45 —5+4 j4.47214 —5 — j4.47214
50 —5+ j5 —5—45

ylabel('Imag (j\omega)');
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EX_2: SISTEMA DE 2°-0RDEM (SOMENTE 2 POLOS)

> Seja o seguinte sistema: R(s) + E(s) | K> [ ve
s(s +10)

Pélos de MA em s=0¢e s=-10. T

K G(s) Y (s) 5 —Plangss
FTMF(s) = = X 45
14+ KG(s) R(s) 4t X 40
K K 3+ X 35
10
FTMF(s) = U9 — TR 2| X 30
L+ s6410) s(s+10) + )
K )
FTMF(s) o oxOx 5 10x 15 20 25 20 3 15, 1,540
s24+10s 4+ K E |
Variando K obteremos os polos de MF em: 2¢ % 30
_3 =
K Polo1 Polo 2 -0 X35
K5 X 40
0 0 —10 G«(O« Ar
5 —9.47214 —0.527864 ‘ B | . %45
10 —8.87298 —1.12702 , 8 6 O 4 P 0
15 —8.16228 —1.83772 Real (0)
20 —7.23607 —2.76393 i
25 -5 - I N S

30 —54j2.23607 —5 — j2.23607
35 —54 j3.16228 —5 — j3.16228
40 —5+ 53.87298 —5 — 533.87298
45 —5+ j4.47214 —5 — j4.47214 R I
50 —5+ 55 —5— 45 T Real Axis (seconds™)

. Imaginary Axis (seconds‘1)
N

E-Y
T

1
1 O
ey
N

1 1
2 0 2

11



EX_2: SISTEMA DE 2°-0RDEM (SOMENTE 2 POLOS)

> Seja 0 seguinte sistema:

Pélos de MA em s=0¢e s=-10.

KG(s)  Y(s)

FTMF — —

) =17 KeE ~ R

K
s(s+10)) K
}FJiAJIT(S) = 7 —
K

FTMF =

() s?24+10s + K

Variando K obteremos os polos de MF em:

K Polo1 Polo 2 -0
0 0 ~10 G«('O«%\C
5 —9.47214 —0.527864

10 —8.87298 —1.12702

15 —8.16228 —1.83772

20 —7.23607 —2.76393

25 =5 —5

30 —5+4352.23607 —5 — 72.23607

35 —5+453.16228 —5 — 53.16228

40 —54 53.87298 —5 — 73.87298

45 —b+ 74.47214 —5 — j4.47214

50 —5-+ 35 —5 — 75

Root Locus

N
1

\}
T

o
X

Imaginary Axis (seconds™)
N

1
AN
I

-6

-12 -10 -8 -6 -4
Real Axis (seconds'1)

>> figure; rlocus(G)

-2

12



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

> Seja este outro sistema: Root Locus

25
R(s) + E(s) K(s15) Y(s) ' '
4’@_' s(s+6)(s + 7)(s + 8) —1o) '
ol _

o

>> G=tf([1 5],poly([0 -6 -7 -8]));
>> zpk(G)

M o o
| L] 1

ans =

Imaginary Axis (seconds 1)

s (s+8) (s+7) (s+6)

')
0
+
ol
—
N N = 4
o o o O

-30 -20 _ -10 1 0 10
Continuous-time zero/pole/gain model. Real Axis (seconds )

>> rlocus(G)

13
Controle I Prof. Fernando Passold



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

> Seja este outro sistema: - Root Locus
20
R(s) + E(s) K(s+5) Y(s)
15}
s(s+6)(s+7)(s+38) "
- T10+
cC
L O
8 5
)
>> 6=tf([1 5],poly([0 -6 -7 -8])); é’ 0
>> zpR(G
pR(G) g
©
- £
ans = gm :
(5+5) ~oT
------------------- 20
s (s+8) (s+7) (s+6)

N
(&)

_ -30 20 0 | o0
Continuous-time zero/pole/gain model. Real Axis (seconds )
>> rlocus(G)

Ganho maximo, Ku=1056,9

Regido de
instabilidade

14



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

> Seja o sistema:

>> G=tf([1 5],poly([0 -6 -7 -8]));
>> zpk(G)

s (s+8) (s+7) (s+6)

>> rlocus(G)

>> G 12
) s +5 10
s™ + 21 s™3 + 146 s™2 + 336 s T% 8

>> cC

§ 6
Ganho mdximo, Ku=1056,9 )
o 4
é 2
-
K(s+5) S
FTMF(s)= f=
(5) s* 4+ 21s% +146s* +336s + K(s +5) D 0
EC(2) = s* +215% 4+ 1465* 4+ (K +336)s + 5K =0 E-2
-4
st 1 146 bHK 5
5 _

s° 21 (K 4+ 336) 0

82 bl bg

81 C1

SO dl

Arranjo de Routh-Hurwitz

EE) K(s+5) Y
s(s+6)(s+7)(s+8)

System: G

—— @Gain: 974 ! |
Pole: -0.133 + 7.88i E
Damping: 0.0168
Overshoot (%): 94.9 ]
Frequency (rad/s): 7.89 .

System: G

Gain: 1.19e+03
Pole: 0.206 + 8.5
Damping: -0.024-
Overshoot (%): 11
Frequency (rad/s)

Sttt sttt

1 1 1 i 1

-6 -4 -2, 0 2
Real Axis (seconds )

15



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

000000000000000000000000000000000000000000

. ) System: G
> Seja o sistema: , —_ Gain: 974 |
1ol Pole: -0.133 + 7.88i
R(s) + E(s) K(s+5) Y(s) Damping: 0.0168
> 10 Overshoot (%): 94.9 :
s(s+6)(s+7)(s+38) |
— v,—;‘ Frequency (rad/s): 7.89
S ~ System: G
S 6t ~ Gain: 1.19e+03
Q
7 £ _ . Pole: 0.206 + 8.5:
Note: z n Ganho mdximo, Ku=1056,9 Damping: -0.024
z ol ~ Overshoot (%): 11
Se K=1, teremos... 5 ~ Frequency (rad/s
C RS VR A VR SHeereseeessseesess s sne st i
"
Se K=10, teremos... Eof
Se K=100, teremos...
-6 i 1 1 l 1

Se K=1000, teremos... -8 -6 -4 -2 0 2

Real Axis (seconds'1)
Se K=1100, teremos...

16



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

Root Locus
> Seja o sistema: 12} '
10
s(s+6)(s+7)(s+38) T
- g Nl
3
2 4t
(%)
/ d . >< B
Note: Ganho mdximo, Ku=1056,9 ; 2
2o
(@)
Se K=1, teremos... Eol
>> K=1; 4l
>> FTMF=feedback (KxG,1);
>> pole(FTMF)
ans = Pole-Zero Map 1 Step Response
-8.1554 | |
-6.7224 107 K129 ? 08!
-6.1073 g ; |
S 5/ _
-0.014933 § 26
>> th(FTMF) g ; 2
z " .-
c '5 [
(s+8.155) (s+6.722) (s+6.107) (s+0.01493) D
g 0.2}
>> =101 \\
| ! | L 0 ! 1
15 10 -5 0 0 200 400
Real Axis (seconds™ Time (seconds)

17
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EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

> Seja o sistema:

R(s) + E(s)

Note:

Se K=1, teremos...

Se K=10, teremos...

>> K=10;

>> FTMF=feedback(K*G,1);

>> pole(FTMF)
ans =
-8.8346
-6.0055
-6.0055
-0.15434
>> zpR(FTMF)

_ 10}
K(s+5) Y(s) . 'é
s(s+6)(s+7)(s+8) g
2 0
<
>
c -5
Ganho maximo, Ku=1056,9 =2
Eiol
_ 10}
k:
5
2
01 @ 0
0.776831 =
0.776831 5 5
01 o
£
=10}

(s+8.835) (s+0.1543) (s~2 + 12.01s + 36.67)

>>

Controle I

Pole-Zero Map

(6))

K=1.29

-15 -10 -5 0
Real Axis (seconds'1\

Pole-Zero Map

(6))

K=10.00

-15 -10 -5 0
Real Axis (seconds'1\

Prof. Fernando Passold

Step Response

200 400
Time (seconds)

Step Response

40
Time (seconds)

18



EX_3: VOLTANDO AO EXEMPLO DO INICIO DA AULA

> Seja o sistema:

R(s) + E(s) K(s+5) Y(s)
Q (54 6)(s - 7)(s +8) g

Note: Ganho mdximo, Ku=1056,9
Se K= 1’ teremos.. . . | PoIe-IZero Map 1 Steleesponse |
10} K=1.29
Se K=10, teremos... o
©
[
o OfF
Se K=100, teremos... 3
2 0
Se K=1000, teremos... 2
55
Se K=1100, teremos... =
-
=10t
-15 -10 -5 0 _ 400
Real Axis (seconds™ Time (seconds)

19
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PROPRIEDADES (REGRAS) DO ROOT LOCUS (RL)

K -G(s)H(s)=-1 =1/[(2k+1)-180°], onde: k=0,4+1,+2,43,...

K- G(s)H(s)| =1 —f__
L/ KG(s)H(s) = (2k+ 1) - 180° 153

Para um ponto no plano-s pertencer ao trago do RL:

Somatorio dos dngulos = 180¢:

Z /(Zeros) — Z /(Polos) = No. Impar - 180°

Exemplo: ponto s=-2+]3 pertence ao RL
(para certo valor de K) !?

0, 4 0y — (0 4 04) = 56,31° + 71,57° — 90° — 108,43° = —70, 55°
= Conclusdo: Ndo pertence ao RL (ndo pode ser um polo de MF).

» O

20



00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

K-G(s)H(s)=—1 =1/[(2k+1)-180°], onde: k=0,+1,+2,43,...

LKG(s)H(s) = (2k +1) - 180° ko) & Ke2H6d ©
(s+1D)(s+2)
No eixo real, para K> O, o RL existe a esquerda de
um numero impar de pélos de MA finitos (no eixo jo
real) e/ou a esquerda de um niimero de zeros de MA ?
finitos. " s-plane
—O0—0O—* 3 > C
] -4 -3 -2 -1

> O

RL estdo entre -1 e -2 e entre -3 e -4.

De acordo com a regra, os segmentos do eixo real do

21



PROPRIEDADES (REGRAS) DO ROOT LOCUS (RL)

= -1 =1/[(2k+1)-180°, onde: k=0,41,42,+£3,...

/ KG(s)H(s) = (2k + 1) - 180°

Ponto de partida da assintota:

> Polos finitos — > | zeros finitos
o, —
“  No. Polos finitos — No. Zeros finitos

Angulo de partida das assintotas:
B (2k + 1) - 180°
~ No. Polos finitos — No. Zeros finitos’

onde: k=0, +£1,+£2,£3,...

a

22



PROPRIEDADES (REGRAS) DO ROOT LOCUS (RL)

Ponto de partida da assintota:
R(s) + K(s +3) C(s)

> Polos finitos — > | zeros finitos ST -

a

- No. Polos finitos — No. Zeros finitos

(2k 4+ 1) - 180°
~ de: £k =0,£1,+£2,+3,...
No. Polos finitos — No. Zeros finitos’ T T

Angulo de partida das assintotas:
O

. Root Locus /
(-1-2-4)—(=3) 4 >
Oq = = —= — Assintota y
4 —1 3 § 1
o _ (2k+1)-180° E; .
“ 4 — 1 g 0] o e—t LTI B3 rnnes < ...............................
1-180° >
— = 60° ,para k=0; & 41
3 =}
=
3 - 180° — Assintota®
= = (° , para k = 1; 2
3 bat
5 - 180° 3 U — —
= = 300° = —60° , para k = 2; R A L S
5 Real Axis (seconds™ ') ,

23



ALGUNS EXEMPLOS DE RL
s-plane -1 j4
- 12
Jjw
ja) A <« >0 L o
A s ~10 5 2 0
-pl
§-plane r1 b ¢ =045 al 172
2+ j4
- =L ¥ (o) 3 |-
P3 g + —j4
P2 s-plane
2
- _j6
(a) s
ji') %-f -3 -J)z( -1 0 1 2 3 4
-pl EARE
s-plane 1
-2 -
He—>¢ o
P3 ) 3k
2-j4
—j4 _\—O
l L,
(C) -5 _5 1 o}
X polo de MA
x polo de MF
o zero de MA

Controle I Prof. Fernando Passold
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REVISANDO. ...

» RL X respostas temporais de sistemas com multiplos polos simples reais;

» RL X respostas temporais de sistemas de 2?-ordem (pdlos complexos
conjugados);

» Equacoes tipicas prevendo respostas de sistemas de 22-ordem com polos
complexos (sub-amortecidos);

» Linhas guias no RL para valores constantes de:

o (parte real)

W (parte imaginéria)

%0S  (overshoot)

C (fator amortecimento)

ts (tempo de assentamento)
ty (tempo do pico).

Ref.Bib.: Control Systems Engineering, Norman S. Nise (7a-ed), Cap. 8: Root Locus Techniques, 2015.
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