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FUNCOES TRANSFERENCIA

» Sistemas lineares continuos invariantes no tempo (LTI) tém a propriedade extremamente importante de
que, se a entrada do sistema for senoidal, a saida também sera senoidal com a mesma frequéncia da
entrada, mas com magnitude e fase possivelmente diferentes. Essas diferencas de magnitude e fase sao

uma funcao da frequéncia e capturam o que é conhecido como a resposta em frequéncia do sistema.
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» Usando a transformada de Laplace, é possivel converter a representa¢ao no dominio do tempo de um
sistema em uma representacao de entrada/saida no dominio da frequéncia, conhecida como funcao de
transferéncia. Ao fazé-lo, também transforma a equacao diferencial governante em uma equacao algébrica
que geralmente é mais facil de analisar.

» A transformada de Laplace da n-ésima derivada de uma funcao é particularmente importante:

& ‘:;f = s"F(s) — s"'A0) — s"2f(0) + ... + "1(0)




FUNCOES TRANSFERENCIA

» Os métodos de dominio de frequéncia sao mais frequentemente usados para analisar sistemas LTI de entrada tinica/saida tnica (SISO),
por exemplo, aqueles governados por uma equacao diferencial de coeficiente constante, conforme mostrado abaixo:

d"y dy d" u du
a, + ... +a— +ayy()=0b, F ...+ b— + byu(z)
dt" dt dr™ dt U(s) Y(s)
» A transformada de Laplace desta equagao ¢ dada abaixo: " G(s) g

a,s"Y(s)+ ... +asY(s) +ayY(s) = b, s"U(s)+ ... + bisU(s) + byU(s)

» onde Y(s) e U(s) sao as Transformadas de Laplace de y(?) e u(z), respectivamente. Observe que ao encontrar funcoes de transferéncia,
sempre assumimos que cada uma das condicOes iniciais, y(0), y(0), u(0), etc. é zero. A funcao de transferéncia da entrada U(s) para a
saida Y(s) €, portanto:

Y(s)  b,s"+ b, _s" 1+ ...+ b+ b,

UGs)  a,s"+a, s+ ...+ a;s + ag

G(s) =

> E til fatorar o numerador e o denominador da funcio de transferéncia no que é chamado de forma de ganho de pélo zero:
N(s) _ s—z)6—2)...(s=2,_ D —27,)

G(S) - -
D(s) s —p)—p2)...(s = p,_ D —pp)
» Os zeros da funcao de transferéncia, 7y, ..., Z,,, 30 as raizes do polindmio numerador, ou seja, os valores de s tal
que N(s) = 0. Os polos da func¢ao de transferéncia, py, ..., p,, sao as raizes do polindmio denominador, ou seja, os valores de s tal

que D(s) = 0. Tanto os zeros quanto os polos podem ter valores complexos (tém partes reais e imaginarias). O ganho do sistema
¢eK=>b,/la,



MODELAGEM DE SISTEMAS MECANICOS

» As leis do movimento de Newton formam a base para a analise de sistemas
mecanicos. A segunda lei de Newton, eq. (1), afirma que a soma das forcas que
atuam sobre um corpo ¢é igual ao produto de sua massa e aceleracao. A terceira lei
de Newton, para nossos propositos, afirma que se dois corpos estao em contato,
entao eles experimentam a mesma forca de contato de magnitude, apenas agindo em
direcOes opostas:

_, . d*x
2 F=m-a=m (1)
dt?

» Ao aplicar esta equacao, € melhor construir um diagrama de corpo livre (FBD) do
sistema mostrando todas as forcas aplicadas.




EXEMPLO_1: MASSA COM ATRITO ROTACIONAL.

(1) » Equacio diferencial:
() do  d*0
( ] @:@ 2a-Lei de Newton: 7(f) — B = =J —
7 f;/ // » Transformada de Laplace:
(a) Diagrama do sistema. T(s) — Bs®(s) = ms*6O(s)
» Funcao Transferéncia: encontrando saida/entrada:
O(s) 1
— '-9 p—
40 T7(s)  Js?+ Bs
B— « ( J (&G—» 7(t) . .
dt \_ W, » Diagrama de Blocos:
(b) Diagrama do corpo livre.
° ! re) [ 1 | e
— o
> Parametros: Js?+ Bs

(entrada) 7(f) = torque aplicado;
(saida) 6(¢r) = angulo da rotacdao; (desconhecido)
J = Iinércia;

B = coeficiente de atrito..



EXEMPLO_2: SISTEMA MASSA-MOLA-AMORTECEDOR

» O diagrama de corpo livre do sistema da fig. (a) para este sistema € mostrado na fig.
(b). A forca da mola é proporcional ao deslocamento da massa, x, e a forca de

amortecimento viscosa € proporcional a velocidade da massa, v = x. Ambas as forcgas se

opoem ao movimento da massa e sao, portanto, mostradas na dire¢cao negativa x. Observe

também que x = O corresponde a posi¢ao da massa quando a mola nao estd esticada.

» Agora vamos somar as forcas e aplicar a segunda lei de Newton, eq. (1), em cada

direcao. Nesse caso, nao ha forcas atuando na direcao y; no entanto, na direcao xtemos:

ZszF(t)—b)'c—kx:m}c'

— X » Essa equacao, conhecida como equac¢ao governante, caracteriza completamente o estado
dinamico do sistema. Mais tarde, veremos como usar isso para calcular a resposta do

M f—F sistema a qualquer entrada externa, F(f), bem como analisar propriedades do sistema,

como estabilidade e desempenho.

(b) » A transformada de Laplace para este sistema assumindo condi¢oes iniciais zero €:
X(s) 1

F(s) ms2+bs+k




EXEMPLO_2: SISTEMA MASSA-MOLA-AMORTECEDOR

@ .
D ]

m ———t i
KX~

(b)
» Dados:
Massa

Constante mola
Constante amortecimento
Forca (excitacao)

m
k
b
F

| M f—F
k
ZFX=F(Z)—b)'c—kx=mjc'
AN

X(s)

1

F(s) ms2+bs+k

1.0 Kg
1.0 N/m
0.2 Ns/m
1.0N

» Matlab Stop st
m=1;

K = 1;

0 = 0.2

- = 1;

s = tf('s");

sys = 1/ (m*s™2+b*s+k)

Ou:

num = [1] ’ 0 1IO 2IO 3IO 4IO 5IO 60
den — [m b k] ; Time (seconds)
sys = tf(num,den)

Excitando sistema com entrada degrau, teremos:
step(sys)

O que gera o grafico ao lado:



MODELAGEM DE SISTEMAS ELETRICOS

Assim como as leis de Newton para sistemas mecanicos, as leis de circuitos de Kirchoft sao ferramentas analiticas fundamentais
para a modelagem de sistemas elétricos. A lei dos nds (corrente) de Kirchoff (KCL) afirma que a soma das correntes elétricas
que entram em um né em um circuito deve ser igual a soma das correntes elétricas que saem do no. A lei das malhas (tensao)

de Kirchoftf (KVL) afirma que a soma das diferencas de tensao em torno de qualquer circuito fechado em um circuito é zero. Ao
aplicar KVL, as tensoes da fonte sao normalmente consideradas positivas e as tensdes de carga sao consideradas negativas.

TABLE 2.3 Voltage-current, voltage-charge, and impedance relationships for capacitors, resistors, and inductors

Impedance Admittance
Component Voltage-current Current-voltage Voltage-charge Z(s) = V(s)/1(s) Y(s) = I(s)/V(s)
_1 e 1 [t . dv(t) 1 1
v(t) = = / i(t)dt i(t) = C—— v(t) = =ql(t — Cs
Capacitor CJo dt C ) Cs
. : 1 dq(t) 1
NN~ v(t) = Ri(1) i(t) = = v(1) v(t) = R R ~=G
Resistor R dt R
— 0000 — _ %) o1 _, dq() 1
hotnd v(t) i i(t) = 7 /0 v(t)dr v(t) = L iR Ls 7

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: v(t) — V (volts), i(f) = A (amps), g(¢) = Q (coulombs), C — F (farads),
R - () (ohms), G — () (mhos), L - H (henries).



» Equacoes diferenciais:

2 incognitas: 2 equagdes necessarias:

g
(1) Lei das (malhas) de tensao de Kirchofft: V(1) — L?; — Ri(r) =0
(2) Tensao sobre resistor: ve(?) = R (1)

» Funcao Transferéncia:
(1) V(s) — LsI(s) — RI(s) =0
(2) Vr(s) = RI(s)

» Soluc¢ao para as incognitas:

3) I(s) = —
VT IS+ R
(4) Vy(s) = 22
RYZTOTR
> Encontrando Vi(s) / V(s):
Ve(s) R
V(s)  Ls+R

> Parametros:
(entrada) v(f) = tensao de entrada;

(saida)  vx(f) = tensao no resistor;

i(t) = corrente;
vgr(t) L = indutincia;

R = resisténcia.

» Diagrama de Blocos:

Trabalhando com as eq. (3) e (2):

(desconhecido)

(desconhecido)

I(s) B 1

V(s) - Ls+R

Vie(s) _ R

I(s)

V(s) 1 I(s)
| Is+R "

Vr(s)




EXEMPLO_4: CIRCUITO RLC

» Vamos agora considerar uma simples combinacao em série de trés elementos elétricos passivos: um
resistor, um indutor e um capacitor, conhecido como Circuito RLC.

» Como este circuito é uma malha tnica, cada no possui apenas uma entrada e uma saida; portanto, a
aplicacao de KCL (lei dos nds (corrente) de Kirchoff) simplesmente mostra que a corrente é a mesma em

|4 <+> L todo o circuito em um dado instante, i(f). Agora aplicando KVL (lei das malhas (tensao) de Kirchoff) ao

l : redor do laco e usando as convencoes de sinais indicadas no diagrama, chegamos a seguinte equac¢ao
governante:

n

, di 1.
V(t) — Ri — L idt =0
d C

(Y

®

» Notamos que a equag¢ao governante para o circuito RLC tem uma forma analoga ao sistema mecanico
massa-mola-amortecedor. Em particular, ambos sao sistemas de segunda ordem onde a carga (integral da
corrente) corresponde ao deslocamento, a indutincia corresponde a massa, a resisténcia corresponde ao
amortecimento viscoso e a capacitancia inversa corresponde a rigidez da mola. Essas analogias e outras
semelhantes acabam sendo bastante tteis conceitualmente na compreensao do comportamento de sistemas
dinamicos.

» A representacao da funcao de transferéncia pode ser encontrada tomando a transformada de Laplace como

fizemos para a massa-mola-amortecedor ou a partir da equag¢ao do espaco de estados da seguinte forma:
I(s) )

V(s) Ls2+Rs+1/C




MODELAGEM 1) PILOTO AUTOMATICO

» O objetivo do sistema de piloto automatico € manter uma velocidade constante do veiculo,
apesar de disturbios externos, como mudancas no vento ou na inclina¢ao da estrada. Isso é
feito medindo a velocidade do veiculo, comparando-a com a velocidade desejada ou
de referéncia e ajustando automaticamente o acelerador de acordo com uma lei de controle.

» Consideramos aqui um modelo simples da dinamica veicular, mostrado no diagrama de I:: V=1
corpo livre (FBD) acima. O veiculo, de massa m, é acionado por uma forca de controle, u. A a=v=1I
forca u representa a forca gerada na interface estrada/pneu. Para este modelo simplificado, s e
assumiremos que podemos controlar essa forca diretamente e desprezaremos a dinamica do Dados:
trem de forca, pneus, etc., que geram a forca. As forcas resistivas, bv, devido a resisténcia ao Massa veiculo, m = 1000 (Kg)
rolamento e ao arrasto do vento, sao assumidas que variam linearmente com a velocidade Coeficiente de amortecimento, b = 50 (Ns/m)
do veiculo, v, e atuam na direcao oposta ao movimento do veiculo. ~
» Equacoes:
» Equacdes do sistema:
Com as suposicoes anteriores, ficamos com um sistema massa-amortecedor de primeira mv+ bv =u (1)
ordem. Somando as forcas na direcao x e aplicando a 22 lei de Newton, chegamos a eq. (1)
do sistema. y=YV (2)
» Como estamos interessados em controlar a velocidade do veiculo, a equacao de saida é b V(s) 1 m/s ;
escolhida na forma da eq. (2). (5) UGs)  ms+ b N (3)

» Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial governante e assumindo
condic¢Oes iniciais nulas, a func¢ao de transferéncia do sistema fica como a eq. (3).

11



MODELAGEM 2) VELOCIDADE DE UM MOTOR DC

» Um atuador comum em sistemas de controle é o motor DC. Ele fornece movimento rotativo diretamente

e, acoplado a rodas ou tambores e cabos, pode fornecer movimento de translacdao. O circuito elétrico
equivalente da armadura e o diagrama de corpo livre do rotor sao mostrados na figura ao lado.

> Para este exemplo, assumiremos que a entrada do sistema ¢ a fonte de tensao (V) aplicada na armadura

do motor, enquanto a saida é a velocidade de rotagao do eixo 6. O rotor e o eixo s3ao considerados
rigidos. Assumimos ainda um modelo de atrito viscoso, ou seja, o torque de atrito € proporcional a
velocidade angular do eixo. Este motor possui imas permanentes.

» Equacoes do sistema:

p
Dados:

Momento de inércia do rotor,
Constante de atrito viscoso do motor,

Constante de forcas eletromotriz,

Constante de torque do motor,

Resisténcia elétrica,
Indutancia elétrica,

o

J=001 (Kg-m?):
b=01 (Nms);
K,=001 (V/radls):
K =01 (Nm/Amp):
R=1 (Ohms)
L=05 (H)

field
R L .
{ 0
Armature o {
circuit
1
bo
stator *
[ e
S

L (;\ armature (rotor)

to commutator

12



MODELAGEM 2) VELOCIDADE DE UM MOTOR DC ) fld

- T
.............................................................................................................................................. )
» Um atuador comum em sistemas de controle € o motor DC. Ele fornece movimento rotativo diretamente Armature ({
lado a rod b bos, pode f i d lagdo. O circuito elétri v e
e, acoplado a rodas ou tambores e cabos, pode fornecer movimento de translacao. O circuito elétrico _ r —.
equivalente da armadura e o diagrama de corpo livre do rotor sao mostrados na figura ao lado. i &
. . , _ . bo
> Para este exemplo, assumiremos que a entrada do sistema é a fonte de tensao (V) aplicada na armadura e
, , . _ . . . _ . stator
do motor, enquanto a saida é a velocidade de rotagao do eixo 6. O rotor e o eixo s3ao considerados
rigidos. Assumimos ainda um modelo de atrito viscoso, ou seja, o torque de atrito é proporcional a /
. . “T(t
velocidade angular do eixo. oy 1O
» Equacgoes do sistema:
Em geral, o torque gerado por um motor CC ¢ proporcional a corrente de armadura e a for¢a do campo N S
magnético. Neste exemplo vamos assumir que o campo magnético € constante e, portanto, que o torque . ‘\
i(t) armature (rotor)

do motor € proporcional apenas a corrente de armadura i por um fator constante K, conforme mostrado t0 commtator

na eq. (1). Isso é chamado de motor controlado por armadura. -
» Equacoes:

» A forca contraeletromotriz (fcem), e, € proporcional a velocidade angular do eixo por um fator constante

K., eq. (2). I'= K, (1)
> Nas unidades SI, as constantes de torque do motor e de forca eletromotriz sao iguais, ou e = KC 0 (2)
seja, K, = K ; portanto, usaremos K para representar tanto a constante de torque do motor quanto a N .
constante de forca eletromotriz. JO+bO=Ki (3)
» Da figura, podemos derivar as seguintes equacoes governantes com base na 22 lei de Newton e na lei das di . :
tensOes de Kirchhoft: eq. (3) e eq. (4). L 7 FRi=V-K0O (4)

13



MODELAGEM 2) VELOCIDADE DE UM MOTOR DC

<+> Armature >
Vv ) ] e
— circuit

I

>

>

>

Equac¢oes do sistema:

Em geral, o torque gerado por um motor CC & proporcional a corrente de armadura e a forca do
campo magnético. Neste exemplo vamos assumir que o campo magnético é constante e, portanto,
que o torque do motor € proporcional apenas a corrente de armadura i por um fator constante K,
conforme mostrado na eq. (1). Isso é chamado de motor controlado por armadura.

A forca contraeletromotriz (fcem), e, é proporcional a velocidade angular do eixo por um fator

constante K. — eq. (2).

Nas unidades SI, as constantes de torque do motor e de forca eletromotriz s3o iguais, ou

seja, K, = K ; portanto, usaremos K para representar tanto a constante de torque do motor
quanto a constante de forca eletromotriz.

Da figura, podemos derivar as seguintes equagdes governantes com base na 22 lei de Newton e na
lei das tensoes de Kirchhoft: eq. (3) e eq. (4).

Func¢ao de Transferéncia:
Aplicando a transformada de Laplace, as equag¢oes de modelagem acima podem ser expressas em
termos da variavel de Laplace s: eq. (5) e eq. (6).

Chegamos a seguinte funcao de transferéncia em malha aberta eliminando I(s) entre as duas

equagoes acima, onde a velocidade de rotacao é considerada a saida e a tensao da armadura ¢
considerada a entrada, ver eq. (7).

» Equacoes:

T =

K, i (1)

e=K.0 (2)

JO+bO=Ki (3)

di

L

FRi=V—K0 (4)

dt
s(Js + b)O(s) = KI(s) (5)

(Ls + R)I(s) = V(s) — KsO(s)

P(s)
(7)

RCEOM K

(6

)

rad/s

V()  (Us+b)(Ls+R)+ K2

|

v

14
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» Equacdes do sistel]
Em geral, o torque |
campo magneético. I
que o torque do md
conforme mostrado

» A forca contraeletrg

constante K. — eq.

Dados:

MODELAGEM 2) VELOCIDADE DE UM MOTOR DC .

Momento de inércia do rotor. J=0,01 (Kg-m?):
Constante de atrito viscoso do motor, 5 =0,1 (Nms);
Constante de forcas eletromotriz, K, = 0,01 (V/md/s):
Constante de torque do motor., K,=01 (Nm/Amp);
Resisténcia elétrica, R=1 (Ohms)
Indutancia elétrica, L=05 (H)

\ /\ y,

» Nas unidades SI, as constantes de torque do motor e 7/ \ga eletromotriz sao iguais, ou

=

Matlab, arquivo “motor_velocidade.m™:

disp('Dados Motor CC - PosiA§Afo angular')

J = 3.2284E-0;

b = 3.5077E-6;

K =0.0274;

R = 4;

L = 2.75E-6;

s = tf('s");

\E_motor = K/(s*((J*s+b)*(L*s+R)+KAZ2))

\motor

Newton e na

xpressas em

as duas
/

equacoes acima, onde a velocidade de rotacao € considerada a saida € a tensao da armadura €
considerada a entrada, ver eq. (7).

(:f) 44Hwanuzz:;::>
v ) ] e
— circuit
;;::>> i
t

» Equacoes:

T=Ki (1)

e=K.0 (2)

JO+bO=Ki (3)
di , .

L FRi=V-K0O (4
dt

s(Js + b)O(s) = KI(s) (5)
(Ls + R)I(s) = V(s) — KsO(s)

(6)

B O(s) B K [md/s]

P(s)
(7)

V) (Us+b(Ls+R)+K2 | V

15



Dados:

MODELAGEM 2) VELOCID&‘;’;2?:::;‘Li‘;‘fr?;i?;’c;‘;‘o°zo et

J=001 (Kg-m?);
b=01 (Nms);
Constante de forcas eletromotriz, K,=0,01 (V/md/s):
. . Constante de torque do motor, K. =01 (Nm/Amp):
> Matlab/Simulink: Resisténcia elétrica, R = (Ohms)
Equacionamentos extras: @duténcia elétrica, L=05 (H)
» Aplicando 2a-Lei de Newton:
d’0 do , B
J——— =T — b—, lembrando que: 7' = K, i, entao:
dt? dt
d’0 1 . do
—=— | K,i —b—
drz J dt
» Aplicando Lei de Kirchoft:
' . do
LE = — Ri + V — ¢, lembrando que a fcem, e = Ke?, entao:
[ [

di 1 | do
— =—(-Ri+v-K—
dt L dt

» Podemos ainda relacionar:

420 4o S
Ca= - Nbar=0
J dt? dt ]

o .

i idt=i

J dt )

<+> Armature )
v ) ] e
— circuit

I

» Equacoes:

T =

K i (1)

e=K.0 (2)

JO+bO=Ki (3)

di

L

FRi=V—-—KO (4)

dt
s(Js + b)O(s) = KI(s) (5)

(Ls

P(s)
(7)

RCEOM K

+ R)I(s) = V(s) — Ks®(s) (6)
[md/s
V

V()  (Us+b)(Ls+R)+ K2

16
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Dados:
M 0 D ELAG EM 2 VELO c I D Momento de inércia do rotor, J=001 (Kg-m?);
Constante de atrito viscoso do motor, 5 =0,1 (Nms);
Constante de forcas eletromotriz, K,=0,01 (V/md/s):
Constante de torque do motor, K,=01 (Nm/Amp);
» Matlab/Simulink: Resisténcia elétrica, R=1 (Ohmys)
Equacionamentos extras: @d”tam'a eletrica, L=05 (H)
» Aplicando 2a-Lei de Newton:
d%6 do , -
J——— =T — b—, lembrando que: T = K, i, entao:
dt? dt
a6 1 - de
— =— | K,i —b—
dr> J dt
» Aplicando Lei de Kirchoft:
' . do
L— = — Ri+ V — ¢, lembrando que a fcem, e = K,—, entao:
dt dt
di 1 ( Ri + e d@) ~
B (pie- k) 1 |
dt, L dt N dgigti) » s [ Re
» Podemos ainda relacionar: Integrator
" d%0 do C .. :
—dt=— .. Odt =0
J dt? dt ]
di S N N N
— = 1dt =1 7 d2/dt2(theta) S d/dt(theta) -
J dt Integrator1
;» —i

Armature o
circuit
I

» Equacoes:

T=K,i (1)
e=K.0 (2)

JO+bO=Ki (3)
di . .

L FRi=V—-K6O6 (4)
dt

s(Js + b)O(s) = KI(s) (5)

(Ls+ R)I(s) = V(s) — Ks®O(s) (6)

B B(s) B K [md/s]

P(s) = =
V(is) (Us+b)(Ls+R)+ K? Vv

(7)

17



= ( ) S
MODELAGEM 2) VELOCIDASme sz |

............................................................... <
Constante de torque do motor, Besistanc
» Matlab/Simulink: Resisténcia elétrica, BOSRC
° : Indutancia elétrica, .
Equ‘acmnamento‘s extras: . 3 @ _:j >I> — . ) @
» Aplicando 2a-Lei de Newton: Add '. Indutancia Integrator '
d’6 do , B .
J——— =T — b—, lembrando que: 7' = K, i, entao: R
dr2 dt 7 <]<
20 1/ a9\ aammeadd R
d_Q_l Ki—bﬁ AN S L -° fcem, Kc
a2 J\' dt e.t
> Aplicando Lei de Kirchoft: /" W Grisathe > 8 I d/diltheta) @
l - do Inércia Integrator1 d/dt(theta)
LE —Ri+V-—e, }e'mbrando que a fcem, e = K, e entao:
=== e — °
dii 1 db \ di . .
— = —(-Ri+v—-K.— <1) L—+Ri=V—-KO (4)
dt L dt J— R > 1_ S — A dt
7 dldt(i) s i '
» Podemos ainda relacionar: Integrator s(Js +b)BO(s) = K1(s) (5)
o 2 "
a0, 40 5.9 (Ls + R) I(s) = V(s) — KsO(s) (6)
) dt? dt | B(s) K radls
" di A » 1L S P(s) = = . [ ]
— = - 1dt =i 4 d2ldt2(theta) s d/dt(theta) V(s) (Us+b)(Ls+R)+K v
J dt ) Integrator1 (7)
N —

18



N

_> -
%j —’Iﬁ aat)y 5 L’@
Dados: Add Induténcia Integrator !
M 0 D ELAG EM 2 VELO c I D Momento de inércia do rotor, J=001 (Kg-
Constante de atrito viscoso do motor, 5 =0,1 (Nm <]‘
Constante de forcas eletromotriz, K,=0,01 (V/ N
Constante de torque do motor, K,=01 (Nm
» Matlab/Simulink: Resisténcia elétrica, R=1 (Ohn > 1 Y —
‘ n P . a S eta
Equacionamentos extras: @dUta“C'a elétrica, L=05 (H) - d2/d2(theta) e HRhese) :/%eo
. . 4 )
» Aplicando 2a-Lei de Newton: 3) = _
) R bo
d-0 do , Rotor

J——— =T — b—, lembrando que: T = K, 1, Resisténcia

dt? dt
_’ -

do 1 do 1 1L

B0 1 (1o 0 > sl 1
dt J dt A Add Indutancia Integrator

» Aplicando Lei de Kirchoft: e @‘
LE = — Ri + V — ¢, lembrando que a fcem .. fcem, Ke (3)
! N

dil 1 do

— =— [ -Ri+v—K.— ' (4)

di| L dt )

. . o ) (5)
» Podemos ainda relacionar: N 0

- . ' 1
d-0 do . : > - ’I} d2/dt2(theta) s d/diftheta) > 1) |k sO(s) (6)
—dt=— .. Odt =6 Yo , d/dt(theta)

] dr? At ] Inércia Integrator1 rads
T [
— =i o |idt=i - FR)+HES LV

[y dt oJ

Atrito
Viscoso 19




-
Dados:

Momento de inércia do rotor,

M 0 ) ELAG EM 2) VELO c | [) A|constante de atrito viscoso do moter. 5 =0.

................................................................ Constante de torque do motor'
1. Resisténcia elétrica,

| Indutancia elétrica,
motor_velocidade K

Constante de forcas eletromotriz,

(Kg - m?);
(Nms);

(v/radss)

’ R L

3) File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help Eer

1w W — — 5 v == = . ™ v v " -
o | === T . -

motor_velocidade

® motor_velocidade v

<tk

Resisténcia

P - n 1
O <M aam T S | :
\'J i

Add Indutancia Integrator

<<k

fcem, Ke

<]‘

Kt

v

OB E U E S|

vy

1
- W d2/dt2(theta) > s dIththeta) @
. d/dt(theta)
Add2 Inércia Integrator1

<tk

Atrito
Viscoso

2 E

»

Ready 156% VariableStepAuto

...~

( Nm/A mp) N TR Te
(OVis) {
(H) <_|_> Armature @
v S e
- circuit
,. \
bo
Pnfni

Fixed
field

Matlab, arquivo “init_motor_velocidade.m":
% 1nit_motor_velocidade.m

J
b
K

0.01; %
0.1; %
0.01; %

(unidades S.

% Inicializada dados para Modelagem motor CC - Velocidade
% Ref.: https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/1index.php?
example=MotorSpeed&section=SystemModeling

disp('Dados

Motor CC - Velocidade angular:')
momento de i1nercia do motor
cte atrito viscoso do motor

cte forA§a eletromotriz e de torque do motor

I.)

R = 1; % resistA°ncia elAOtrica do motor

L = 0.5; % indutAdncia elAOtrica do motor

s = tf('s');

V_motor = K/((J*s+b)*(L*s+R)+KA2)

\ %
B(s) K radls

P(s) = —

V(is) (Us+b)(Ls+R)+ K? Vv

(7)
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4 [ JON motor_velocidade
Dados: File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

Momento de inércia do rotor, [~ (5~

MODELAGEM 2) VELOCIDA]rstate ceatrtcvscoso o

Constante de forcas eletromotr g [5motor. velocidade
................................................................ Constante de torque do motor. a
- 1. Resisténcia elétrica, 3 4
o Indutancia elétrica, = Resisténcia
. ' . ' . - . mot'or_ve ocigade \ -
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help <
3) § . - GO—3 EE T
] \d Indutancia Integrator
motor_velocidade r -1
@® [*almotor_velocidade v K
o & Cut 38X
Q @‘ fficem,  Es Copy %®C
E3 .. Paste BV
- Resistonca e o
- < Delete ® jex ) php?
&) d/dt(i) M Connect Blocks |
O Add Indutancia Integrator Create Subsystem from Selection #G
. 1 7 Log Selected Signals ‘.
<F AAC Inérc Format = H{theta)
Rotate & Flip >
cem. Ke Arrange I
(@ < Requirements
- 5 motor_velocidade
Para Salvar todos esses Componentes como um unico bloco de 5 File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Helpé
subsistema, primeiro selecione todos os blocos e, em seguida, " R ARERN = | RSN - e [N MO INUR EANOR [--hd
selecione “Create Subsystem from Selection” (Criar subsistema da V_MOtOl e s :
selecao) depois de clicar com o botao direito do mouse na parte -
selecionada. Nomeie o subsistema como “DC_Motor Vel” e salve o & p
modelo. Seu modelo deve aparecer na forma de um Unico V—S
bloco. Usaremos este modelo em préximas simulagoes. &
L Motor DC Vel
@
Controle I: Modelagem usando Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold Seacy b VariabeStepAuto ) 21



4 N

Dados:
Momento de inércia do rotor, J=001 (Kg-m>):
M 0 D ELAG EM 2) VELO c I DA Constante de atrito viscoso do motor, 5 =0,1 (Nms);
Constante de forcas eletromotriz, K, =001 (V/md/s):
................................................................ Constante de torque do motor, Kt = 0.01 (Nm/Amp): .
o Resisténcia elétrica, R=1 (Ohmys)
» Simulando no Matlab: Indutancia elétrica L=05 (H)
v
HOME | (7 + Matlab, arquivo “init_motor_velocidade.m":
<@ = 5] ¥ [ « fernandopassold » Documents » UPF » Controle_1 » 4_Modelagem_Laplace » v | 2| % bé
Current Folder ®  Command Window ®  Workspace ® | % Dior
I Name a >> clear all Name 4 Value 9
= figuras >> motor_velocidade @] ans Ix1 zpk (
= train Dados Motor CC - Velocidade angular: b 0.1000 €
¥ 4_modelag... ) 0.0100 disp('Dados Motor CC - Velocidade angular:')
» 4_modelag... V_motor = K 0.0100 .
T 4_modelag... L 0.5000 J = 0'61’
» 4_modelag... 9.01 R 1 b = @.1;
» Control Tut... fl| | = ==cccccccmcccccccccccccaaa. @ s Ix1 tf K = 0.01:
» Control Tut... 0.005 sA2 + 0.06 s + 0.1001 tout 54x1 douk ) ’
» Control Tut... @| V_motor Ix1 tf (
s laplace_intr... Continuous-time transfer function. R =1:
*& motor_DC_... il Q, .
*& motor_DC_... >> zpk(V_motor) B = g
[€] motor_DC_... s = tf('s");
#) motor_posi... ans = _ * * (| * A
e V_motor = K/((J*s+b)*(L*s+R)+KA2)
#) motor_velo... 2 ( Sten Resbonce )
é Teaching M... B| | = ==ccccccccccccaaa.. i /
train.m (5+9.997) (s+2.003) —_—
[€] train.mdl.r2... S(JS + b) @(S) — KI(S) (5)
I%train.slx Continuous-time zero/pole/gain model.
train.slx.r2...
#) train_dados... >> step(10*V_motor) < 3 (LS + R) I(S) — V(S) — KS@(S) (6)
Pl train Arinin fx > =2
Details A ¥ | £

-

P(s)
(7)

B O(s) B K [md/s]
V) (Us+b(Ls+R)+K2 | V

0 1 2 3
\ Time (seconds) .‘ 22




6 ) N I
a00
Mom( — (Kg - m*); Fixed
MODELAGEM 2) VELOCIDALc - - (s fel
Cons{ . // 1 (V/rad/s); R I
................................................................. COI‘]S' g / I (Nm/Amp). ce oo
o o . . |Resis (Ohms)
» Simulando no Simulink: | ;4 - / y
nau (H) 4 fur
N J v f+\ rmaiure .
MATLAB R2017b °
| — e s 115 2z 25 2 s 4 s s ljyo “motor_velocidade.m”:
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help Lo~ o~ -
) ' P77 mooeregem notor CC/posiA§Afo
v v E O v = | & L (P m Ea 5 . . . .
3 % o ® 1% Ref.: https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php? pfo?
;‘°-::-;’f':zs\‘/:":tae"degrau : 1x1zpk | |example=MotorPosition&section=SystemModeling
o E— oo | ldisp('Dados Motor CC - Velocidade angular:’)
% 0.0100 J =0.01:
= > 0.5000 )
- ~ ™
_ / 1 N = @ . 1 ; Corrlente
R . Ix1 tf .
AR r g Velocidade 52x1tdoub K = 0.01; o1
- + . +({ Vel 1x1 tf R = 1; N
= vous i ’§> eonO— \ J | | Ll n_r
he) Corrente ‘—F"FPS—:_E-FC DK 6L
"~ Motor DC Vel Corrente V_motor = K/((J*s+b)¥ .|
» )
Ready 198% auto(ode45) E I
1 ™) train.m | | (549.997) (s+2.003) | B
€] train.mdl.r2... 0
&l train.slx Continuous-time zero/pole/gain model. 087 ' ' : :
@ train.slx.rZ... 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
E]train_dados... >> Step(10*V_motor) 806 [ ~— < 7 N ———J) (6)
a’.l.n-fr:in NArinin fxv- > %— .
Details A 04! P(s) O(s) K rad/s
R S) = —
ool V(is) (Us+b)(Ls+R)+ K? Vv
(7)
%0 1' > 3
\ Time (seconds) S 23
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Nossa tarefa € resolver problemas incrivelmente complexos e fazer
com que sua solucao pareca inevitavel e incrivelmente simples, de
modo que as pessoas nao percebem como a coisa foi dificil.

-Jonathan Ive



MODELAGEM 3) POSICAO DE UM MOTOR DC

» Equacoes do sistema:

Em geral, o torque gerado por um motor CC é proporcional a corrente de armadura e a forca do campo
magnético. Neste exemplo vamos assumir que o campo magnético € constante e, portanto, que o torque do

motor € proporcional apenas a corrente de armadura [ por um fator constante K, conforme mostrado na eq.
(1). Isso é chamado de motor controlado por armadura.

A forga contraeletromotriz (fcem), e, € proporcional a velocidade angular do eixo por um fator constante K.
—eq. (2).

Nas unidades SI, as constantes de torque do motor e de for¢a eletromotriz sao iguais, ou

seja, K, = K_; portanto, usaremos K para representar tanto a constante de torque do motor quanto a
constante de forca eletromotriz.

Da figura, podemos derivar as seguintes equagdes governantes com base na 22 lei de Newton e na lei das
tensOes de Kirchhoft: eq. (3) e eq. (4).

Funcao de Transferéncia:
Aplicando a transformada de Laplace, as equagdes de modelagem acima podem ser expressas em termos da
varidvel de Laplace s: eq. (5) e eq. (6).

Chegamos a seguinte funcao de transferéncia em malha aberta eliminando /(s) entre as duas equagdes acima,

onde a velocidade de rotagao € considerada a saida e a tensao da armadura é considerada a entrada, ver eq.

(7).

No entanto, para este exemplo, teremos a posi¢ao como saida. Podemos obter a posi¢ao integrando a
velocidade, portanto, basta dividir a funcao de transferéncia acima por s (eq. 8) .

n Armature
v <—> circuit €
I
b6
Roftor
» Equacoes:
T=K,:i (1)
e=K. 0 2)
JO+bO=Ki (3)
di

L—+Ri=V-K0 (4)
dt

sUs+Db)B(s)=KI(s) (5
(Ls + R)I(s) = V(s) — KsO(s) (6)

O(s) B K radls |

V(s) (Js+b)(Ls+R)+ K2
(7)

O(s) K

V(s)  s[(Js+ b)Ls+R) + K2]
(8)

Vv




MODELAGEM 3) POSICAO DE UM MOTOR DC

Parametros:
Momento de inércia do rotor, J =3,2284x10-¢ (Kg - m?); o campo Armanye e
Constante de atrito viscoso do motor, 5 =3,5077x10-¢ (Nms); que o torque do ,.
Constante de forcas eletromotriz, K, =0,0274 <V/ md/s): nostrado na eq.
Constante de torque do motor, K. =0,0274 (Nm/Amp): > Equacoes:

C A Sy or constante K,
Resisténcia eletrica, R=4 (Ohmys) T=K.i (1)
Indutancia elétrica, L =2,75x10-¢ H :
. A - ) =Ko @

seja, K, = K_; portanto, usarerpos K pa \iresentar tanto a constante de torque do motor quanto a JO+b0=Ki (3)
N .
Matlab, arquivo “init_motor_posicao.m": e na lei das ol YRi=V_KO (4
dt
sUs+Db)B(s)=KI(s) (5
1S em termos da

disp('Dados Motor CC - Posicdo angular:') ({’S+R) I(s) = V(s) — KsO(s) (6)
J = 3.2284E-6; . O(s) K radls |
b = 3. 5@77E—6; S equacoces aclima, —
K = 0.0274; ntrada, ver eq. Vis) (Us+b)(Ls+R)+K> | V
R = 4; (7)
L = 2.75E-6; egrando a O(s) K rad
S Vis) slUs+bLs+R +K2 | vV
\P_motor = K/(s*((I*s+b)*(L*s+R)+KAZ)) y (8§S) SIs +0)(Ls + R)+ K] |V

26



Matlab, arquivo “init_motor_posicao.m™:

% 1nit_motor_posicao.m

% Inicializada dados para Modelagem motor CC - posiA§Afo
% Ref.: https://ctms.engin.umich.edu/CTMS/1ndex.php?
example=MotorPosition&section=SystemModeling

disp('Dados Motor CC - Posicdo angular:')

MODELAGEM 3) POSICAQ DE UM

» Simulando no Matlab:

= 3.2284E-6; %

-~

- ————

= 3.5077E-6; %

J
b
>> init_motor_posicao K =0.0274; % cte forA§a eletromotriz e de torque do motor (unidades S.I.)
Dados Motor CC - Posicdo angular: R = 4 % resistAncia elA@trica do motor
L = 2.75E-6; % indutAdncia elAOtrica do motor
P motor = s = tf('s");
P_motor = K/(s*((J*s+b)*(L*s+R)+KA2))
0.0274 \ r
——————————————————————————————————————————— Step Response e =K g )
8.878e-12 s”™3 + 1.291e-05 s™2 + 0.0007648 s 9% | | | ¢ 2)
JO+b0=Ki 3
Continuous—-time transfer function. (3)
di . .
>> zpk(P_motor) LE‘FRIZ V—-K©0 (4)
ans = s(Js +b)O(s) = KI(s) (5

3.0862e+09

momento de i1nercia do motor
cte atrito viscoso do motor

(Ls+ R)I(s) = V(s) — KsO(s) (6)

s (s+1.454e06) (s+59.23) O(s) K radls
Continuous—-time zero/pole/gain model. V(s) a (Js + b)(Ls + R) + K? V
(7
>> % Introduzindo degrau de 3 Volts no motor: ) ] ]
>> step(3xP_motor) ! ' ' ' ' ' O(s) K rad
0 1 2 3. 4 5 6 7 8 — —
Time (seconds) V(is) s[(Us+b)Ls+R)+K? | V|

(8)
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MODELAGEM 3) POSICAO

» (Outro) Diagrama de Blocos:

1) Transformacao tensao para corrente:

I(s) = V(s) — E(s))

Ls + R (

2) Transtormacao corrente para torque: V(s

T(s) = K, I(s)

-

\_

3) Transformacao torque para posicao:

1
Os) = Js? + bs 11s)

4) Forca contra-eletromotriz: " .
E(s) = K,0(s) s

Parametros:
Momento de inércia do rotor, J  (Kg - m?);
Constante de atrito viscoso do motor, b  (Nms);
Constante de forcas eletromotriz, K, <V/ md/s):
Constante de torque do motor, K, (Nm/Amp):
Resisténcia elétrica, R (Ohms)
Indutancia elétrica, L (H)
SIS IR
_ Ls+R
E(s)
N T(s)
i — » Kt >
(8 N I(s) T 1 0(s)
lﬁ - Ls + ’ Js2+Bs [
I(s T(s) 1 A(s) 1 O(s)
—>%_H —_ > > ]s+B > ; —»
| Ke €

Fixed
field
R L
1
Armature (
' <i> circuit ) ¢ &@
l
b6
Rotor
» Equacoes:
I'=K,1 (1)
e=K,0 (2)
JO+bO=Ki (3)
di . .
L—+Ri=V-K6 (4)
dt

sUs+Db)B(s)=KI(s) (5

(Ls+ R)I(s) = V(s) — KsO(s) (6)

O(s) B K radls |
V(s) (Us+b)(Ls+R)+K> | V
(7)

O(s) K rad |
V(is)  s[Us+b)Ls+R)+K2] | v
(8)
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a R I
Parametros:

MODELAGEM 3) POSICAQ [ comsiee i vscos ot {8

Constante de forcas eletromotriz, K, <V/md/s>:

Constante de torque do motor, K, (Nm/Amp); (
Resisténcia elétrica, R (Ohms) o (1) Armature
9 Indutancia elétrica, L (H) <—> circuit ¢ &

» (Outro) Diagrama de Blocos: ’ \:

Final: » Equacdes: oter
(s) (5) ' R

V(s I(s T(s) 0(s) 0(s) .
+ 1 1 1 =K, 0 2
Y| Is+R "N "| Js+B T s [ C )
JO+bO=Ki (3)
di .
E(s) Kl L7;+Ri=V—K9 (4)

sUs+Db)B(s)=KI(s) (5
(Ls + R)I(s) = V(s) — KsO(s) (6)

O(s) B K radls |
Vis) (Us+b)(Ls+R)+K2 | V
(7)
O(s) K rad |
V(is)  s[Us+b)Ls+R)+K2] | v
(8)
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MODELAGEM: PROCESSO COM INTEGRADOR. . .

» Controle de nivel de liquido em tanque:
Seja um tanque fechado, com vazao apenas de entrada (ver figura); no mesmo entra agua a
pressao e vazao constante e a temperatura ambiente. Determinar o nivel do liquido passado
certo intervalo de tempo. Suponha que o tanque inicia vazio, que a partir do tempo t=10
segundos, o tanque comeca a ser preenchido a 0,005 m3/s. Esta vazao se mantém constante
pelos proximos 1,5 minutos. Determine o nivel do liquido atingido dentro do tanque passados
2,0 minutos no total... Gere um grafico!

Dados: A = area da base do tanque = 0,5 m2; J,=Vazao de entrada = 0,005 m3/s; h = altura
do tanque (que varia de O a 2,0 metros).

>» Equacoes:

h(t) = ho, %AaniZﬂ)ﬁ(;) At (#) h(t) = h(t;) + o (ty —t;)
fj::: - Qe(t) = cte hfinat = 04 06?25 - (1,5 % 60 — 10)
h(t) = h(t;) + /t %f th) dt = 8’81 | é?)o ~10)
| , = O: 8 (m)
s+ & 1]
Y

note que o “sinal" Q.(t) se comporta como um degrau de amplitude = 0,005 (m3/s).

Controle I: Modelagem usando Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold
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MODELAGEM: PROCESSO COM INTEGRADOR. . .

dt
) como um

bi (m3/s).

7 Qu(t) > note que o “sinal" Q.(t) se comporta

degrau de amplitude = 0,005

o\©°

Simulando processo tipo 1 (1 integrador)
Preenchendo tanque com l?quido
Avaliando altura atingida pelo l?quido

o©

o\©

% Criando vetor tempo da simula??o
t=0:1:2*%60; % criando vetor tempo (1 em 1 s
u=length(t); % No. de pontos do vetor t; u

o)

% mas Qe=0.005 entre 10 < t < 10+1,5%60
$ t(10) = 9
Qe(1l,10:(10+1.5*%¥60+1))=0.005;

% verificando...

plot (t,Qe)

pause

A=0.5;

alpha=0.005/0.5; % razao

% inicializando vetor da altura com zeros
h=zeros(1l,u);

for i=2:u

end

[hAx,hLinel,hLine2] = plotyy(t,Qe, t,h);
title( 'Processo do tanque');
xlabel (' 'tempo (seqg)');

ylabel (hAx(2), 'Altura (m)') % right y-axis

Qe=zeros(l,u); % criando vetor Qe mesma dimensao vetor t, zerado

h(i)=h(i-1)+Qe(i)/A; % calculando a integral de h(t)

ylabel (hAx (1), 'Vazao (m"3/s)') % left y-axis

egundo; 2 minutos)
= 121

5 X 10 Processo do tanque 1
i !
: [
: |
4+ | 10.8
: !
I
. |
w3 I l 10.6
“ I
£ I
o !
© |
3,0 1 !
>2F l 10.4
I
| I
I
: 1
1L 1 | 10.2
| !
|
[
0 1 1 ] ] || 0
0 20 40 60 80 100 120

B ——
Controle I: Modelagem usando Transformada de Laplace

E—

Prof. Fernando Passold

tempo (seg)

Altura (m)
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MODELAGEM: PROCESSO COM INTEGRADOR. . .

1 }
h(t) = h(t;) + Qe(t) dt

t; A

—>> r

To Workspace
B ® »| 1/0.5
Step
Qe=0.005 (m”3/2) Gain
A=0.05 (m"2)

> note que o “sinal" Q.(t) se comporta
como um degrau de amplitude = 0,005

(m3/s).

—> y

To Workspacef

1.2

] ey

Integrator

Controle I: Modelagem usando Transformada de Laplace

h(t) 1
Scope
~0.8
s 0.6
)
=04

0.2

0 20 40 60 80 100 120
Time (seconds)

Prof. Fernando Passold 32



MODELAGEM 4) SISTEMA BARRA E BOLA

» O Problema:
Uma bola € colocada em uma barra, onde ela pode rolar com 1 grau de liberdade
ao longo da mesma. Um braco de alavanca € preso a viga em uma extremidade e
uma engrenagem de servo na outra. A medida que a engrenagem do servo gira
em um angulo &, a alavanca altera o angulo a da barra. Quando o angulo é

alterado da posicao horizontal, a gravidade faz com que a bola role ao longo da
barra. Um controlador sera projetado para este sistema para que a posi¢ao da
bola possa ser manipulada. Requisitos de controle:

- tempo de ajuste < 3 segundos;
- overshoot < 5%.

Beam

Lever Arm

» Parametros do sistema:

M = massa da bola, 0,111 Kg;
R = raio da bola, 0,015 m;
d = deslocamento do braco da alavanca, 0,03 m;
g = aceleracao gravidade, -9,8 m/s?;
L = comprimento da barra, 1,0 m;
J = momento inércia bola, 9,99x106 kgm?;

r = posigao da bola;
a = angulo da barra;

6 = angulo engrenagem servo.
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MODELAGEM 4) SISTEMA BARRA E BOLA

> Equacgoes do sistema:

Para este problema, vamos supor que a bola rola sem deslizar e o
atrito entre a barra e a bola é desprezivel.
A equacao Lagrangiana para o movimento da bola ¢ dada por:

0= d Fm | ¥+ mg sin(a) — mra?
R2
A linearizacao desta equacao com respeito ao angulo da bola (a = 0),
resulta em:
J .
ﬁ +m ) r=—mgaoa

A equacao que associa o angulo da barra com o angulo da engrenagem
do servo também pode ser aproximada por uma equacao linear:

d
a=—~0
L
Substituindo na eq. anterior, teremos:
J | - d p
Fm )| ¥ = —mg—
R? L

> Parametros do sistema:
M = massa da bola,
R = raio da bola,
d = deslocamento do braco da alavanca,
g = aceleracao gravidade,
L = comprimento da barra,
J = momento inércia bola,
r = posicao da bola;
a = angulo da barra;

6 = angulo engrenagem servo.

Beam

Lever Arm

0,111
0,015
0,03

-9,8

1,0
9,99x10-6
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MODELAGEM 4) SISTEMA BARRA E BOLA "

Beam

» Equac¢odes do sistema:

d + r d@
—4+m |V =—-—mg—
R? gL

Lever Arm

» Funcao transferéncia:
A transformada de Laplace da eq. anterior, leva a:

J 5 mgd
2 +m | R(s)s” = — v O(s) » Pardmetros do sistema:
Rearranjando o termos para obter posi¢ao da bola, r(#) x angulo da engrenagem, 6(¢), M= m.assa da bola, 0,111 Ke;
obtermos: R = raio da bola, 0,015 m;
R(s) mgd 1 Step Response Ir;
—_ ¢ 0.7 | I I I
2 m/s?;
o) (Ri + m> s
. . . 0.6
Note que a esta funcao transferéncia embute um duplo integrador. Por conta disto,
este sistema € marginalmente estavel e se constitui num desafio de controle. 0.5
Substituindo-se valores, obtemos: S
R(s) 0,21 .
— ®)
O(s) s S,
» Simulando uma entrada degrau de 159, obtemos o resultado mostrado na figura ao n%_)
lado. 0.2
>> theta_final=15%pi1/180

theta _final = 0.1
0.2618
>> step(theta_finalxG)

2 3
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MODELAGEM 4) SISTEMA BARRA E BOLA "

Beam

» Exemplo de Simula¢ao no Simulink: Lever Arm

R(s) 0,21
Planta: — T T T T T T T T
O(s) §52 60 - |
40
20
0
20 > Parametros do sistema:
-40 | | M = massa da bola, 0,111 Kg;
- = Ref .
001 theta (graus) | | | | | 7 R = raio da bola, 0,015 m;
-80 H == Bol . | . | | :
ola (em) | | | | | d = deslocamento do braco da alavanca, 0,03 m;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 _ ,
Offset=0 g = aceleracao gravidade, -9,8 m/s?;
L = comprimento da barra, 1,0 m;
J = momento inércia bola, 9,99x106 kgm?;
\ r = posicao da bola;
’% heta (graus) a = 4ngulo da barra;
6 = angulo engrenagem servo.
afajals (s + 0.0875) |> 1 1 EI (.
00 ¢ (s + 10) gear S S | Bola Bola (cm)
angle Ball & Beam
Ref Lead (rad)
Compensator
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MODELAGEM DE SISTEMAS ELETRICOS

Assim como as leis de Newton para sistemas mecanicos, as leis de circuitos de Kirchoft sao ferramentas analiticas fundamentais
para a modelagem de sistemas elétricos. A lei dos nds (corrente) de Kirchoff (KCL) afirma que a soma das correntes elétricas
que entram em um né em um circuito deve ser igual a soma das correntes elétricas que saem do no. A lei das malhas (tensao)

de Kirchoftf (KVL) afirma que a soma das diferencas de tensao em torno de qualquer circuito fechado em um circuito é zero. Ao
aplicar KVL, as tensoes da fonte sao normalmente consideradas positivas e as tensdes de carga sao consideradas negativas.

TABLE 2.3 Voltage-current, voltage-charge, and impedance relationships for capacitors, resistors, and inductors

Impedance Admittance
Component Voltage-current Current-voltage Voltage-charge Z(s) = V(s)/1(s) Y(s) = I(s)/V(s)
_1 e 1 [t . dv(t) 1 1
v(t) = = / i(t)dt i(t) = C—— v(t) = =ql(t — Cs
Capacitor CJo dt C ) Cs
. : 1 dq(t) 1
NN~ v(t) = Ri(1) i(t) = = v(1) v(t) = R R ~=G
Resistor R dt R
— 0000 — _ %) o1 _, dq() 1
hotnd v(t) i i(t) = 7 /0 v(t)dr v(t) = L iR Ls 7

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: v(t) — V (volts), i(f) = A (amps), g(¢) = Q (coulombs), C — F (farads),
R - () (ohms), G — () (mhos), L - H (henries).
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MODELANDO IMPEDANCIAS COMPLEXAS

o 3 O — € - O O
(a) (b)
» Neste caso:
Impedance
Component Voltage-current Current-voltage Voltage-charge  Z(s) = V(s)/I(s) E O(S ) . ZZ(S )
AC =g [ i =2 v(e) = (0 = Efs)  Zi(s) + Zx(s)
Capacitor CJo dt ¢ Cs
—W— v(®) = Ri(t) ir) = % v(0) vir) = R R » No caso da figura ao lado,
esistor
di ! 2 obteremos:
Jm:_ v(t) = L% i(r) = 21'-‘/0 vit)dr (1) = deqtgt) Ls 1
1 Cs
E (s) B N B |
E(s) [s+R+—-— LCs?+RCs+1

Cs
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MODELANDO IMPEDANCIAS COMPLEXAS (2)

» Considere a la-figura.

» Os capacitares C1 e C2 nao estao carregados.

» Novo desenho: figuras (a ) e (b)

> A corrente I se divide em /; e I5:
I — Il + 12 (1)

» Usando lei das malhas (quedas de tensao):

» Podemos ainda relacionar:

"\ Z,+2,+ 2

ZZ
Z, + 7o+ Z4

7(Zs + Z,)
Z,+ 74+ 7,
7,7,
7o+ Zs+ 7,

O—WW ' WW ? O
e; > C, == >Cz — €o
I )
O o . O
O VA ‘ VA ‘ O
E,’(S) Z2 Z4 E()(S)
: I
(a)
o— 7
: 1 +17
Z3
/
Y 1
{ o
Ei(s) 4,
“ E,(s)
O . l O

(b)

» Finalmente:

E (s) /2,7,

E(s)

L+ Zy+ Zy) + Zy(Zs + Zy)

1 1
EO(S) B Cis Cos
» E(s)
O R(gG Rt ) ta (Rt )
E (s) B 1
E(s) R,CiR,Cys2+ (R,C; + R,C, + R,Cy)s + 1
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MODELANDO ELEMENTOS EM CASCATA

» Considere a figura ao lado.

» Um circuito nao afeta o outro (pelo
amplificador de isolamento). Como

a entrada do amplificador de ] R, R, i
isolamento € de impedancia muito

elevada, quando o mesmo ¢ inserido Amplificador

entre dois circuitos, um circuito nio e C) (;%f:t]‘z) G €
'carrega" o outro.

» (s 2 circuitos estao em “cascata”,

entao:
E (s) 1 |

- (7es1)®(zesT)
El'(S) R1C1S + 1 R2C2S + 1
E (s) K

E(s) (R,Cs + D(R,Cos + 1)



AMPLIFICADORES OPERACIONAIS

» Ganho de malha-aberta: > Ganho de malha-aberta: | o
Infinito — A principal fun¢ao de um amplificador operacional é amplificar
. — _— — o sinal de entrada e quanto mais ganho em malha aberta ele tiver,
e, = K(e, —e;)) = —K(e; — e,) q :

melhor. O ganho de malha aberta é o ganho do amplificador operacional
sem feedback positivo ou negativo e, para esse amplificador, o ganho sera

@0 K o infinito, mas os valores reais tipicos variam de cerca de 20.000 a 200.000.
€20 P » Impedancia de entrada, (Z;,):
€o Infinita — A impedancia de entrada é a razao entre a tensao de entrada e a
corrente de entrada e é considerada infinita para evitar que qualquer
O corrente flua da fonte de alimentacao para os circuitos de entrada do
amplificador (:n-0 ). Os amplificadores operacionais reais tém correntes
de fuga de entrada de alguns pico-amps a alguns mili-amps.
i V+O —: i > Impedﬁnc.ia de Asaic‘tla, (ZOI,/T): | | | |
Input 1 Zero — A impedancia de saida do amplificador operacional ideal é
I assumida como zero atuando como uma fonte de tensao interna perfeita
L VoEe sem resisténcia interna para que ele possa fornecer a corrente necessaria

para a carga. Esta resisténcia interna estd efetivamente em série com a
carga, reduzindo assim a tensao de saida disponivel para a carga. Os
amplificadores operacionais reais tém impedancias de saida na faixa de

100-20kQ).

Y +

—.,

Non-inverting

o
Input sz
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AMPLIFICADORES OPERACIONAIS

+
Inverting V O
Input 1in

+

O

Q

Non-inverting
Input V2
A . VOMI
Vi

‘/OI/tlL
Al =201log(A) =20log

dB

TR
=
T'o

a0
L)

-3dB point down
from40dB

ra
L)

Voltage Gainin dB

Vin

-
L

]

—
<

10°

10"

3

10° 10°  10°
Frequency in Hertz

10°

10

El

107

» Largura de banda, (BW):

Infinito — Um amplificador operacional ideal tem uma resposta
de frequéncia infinita e pode amplificar qualquer sinal de
frequéncia de DC para as frequéncias AC mais altas, portanto,
supOe-se que tenha uma largura de banda infinita. Com
amplificadores operacionais reais, a largura de banda é limitada
pelo produto Gain-Bandwidth (GBP), que ¢ igual a frequéncia
em que o ganho do amplificador se torna unitario.

GBP = Ganho X Largura de Banda = A X BW
A largura de banda dos amplificadores operacionais é a faixa de
frequéncia na qual o ganho de tensao do amplificador esta acima

de 70,7% ou -3dB (onde 0dB é o maximo) — ver fig. ao lado.

Tensao de Offset, (V;):

Zero — A saida do amplificador sera zero quando a diferenca de
tensao entre as entradas inversora e nao inversora for igual a
zero, ou quando ambas as entradas estiverem aterradas. Os
amplificadores operacionais reais tém uma certa quantidade de
tensao de compensacao de saida.
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AMPLIFICADOR INVERSOR

. I R
» Amplificador Inversor: _i_w\zfv_
» Equacoes: iR
. e —e . e —e
ll — c. lz — e’
R, R
Como a corrente que flue pelo amplificador & ¢ e,

desprezivel, praticamente: i, = I,, € entao:

e,—e e —e, O—_T_—O

R, R, N
. Virtual earth
Como ainda: K(0—¢e') =¢, , K> 1,ee' =0, summing point
entio:
G % R
Rl R2 A ¢
VDlFFI
R, V.
€o ="\ 7)€
R,
\ Ov Y




Virtual earth
summing point I Rr

Vin 1 1 Vout
— V2 — 4+ — | —
R;, R;, Rf Rf
: Vm -0 0— Vout Rf 0— Vout
Como: 1 = = c — =
Rin Rf Rin Vm -0

AMPLIFICADOR INVERSOR

» Amplificador Inversor:

» Neste circuito, o amplificador operacional é conectado com
realimentacao para produzir uma operacao em malha fechada.

» Duas regras muito importantes (sobre amplificadores inversores):
> “Nenhuma corrente flui para o terminal de entrada”, e

> “V1 sempre € igual a V2”. No entanto, em circuitos de amplificador
operacional do mundo real, ambas as regras sao ligeiramente
quebradas.

» [sso ocorre porque a jung¢ao da entrada e do sinal de feedback (ponto x)
estd no mesmo potencial que a entrada positiva (+) que esta em zero
volts ou terra entao, esta junc¢ao ¢ uma “Terra Virtual”. Devido a este no
de terra virtual, a resisténcia de entrada do amplificador € igual ao valor

do resistor de entrada, R;, e o ganho de malha fechada do amplificador
inversor pode ser definido pela razao dos dois resistores externos:

Vout Rf
Ganho(A,) = =

n

L4



AMPLIFICADOR NAO-INVERSOR

» Amplificador Nao-Inversor:

R, O >
O
» Equacoes: " g R
e=K[e-—< al )e] l |
o l o
R+ R,

- >0
\/
[ 2
O
o
0

e R
O O O
K = ganho do amp.op. ) )
(7+% %)
€; = T — € |
Rl + Rz K Vi
Como: K > 1; Se Rl/(Rl + R, > l/K,

entao:
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AMPLIFICADOR NAO-INVERSOR

Iin
Vin O—m I
T out » th
A
V4
NWN—/—
Rr Ic
Rz
O Ov Q
Vout
. R,
Potental V, = XV
Divider R, + R,
Network
: ‘ Ponto de soma ideal: V; =V,
V, - -0 VIn
—~ VOI/lf
Ganho de tensao: A, =
Vi
V R, + R
Entdo: A, = our /
Vin RZ

» Amplificador Nao-Inversor:

» Antes foi dito que para um amp-op

ideal “Nenhuma corrente flui para o
terminal de entrada” e que “V, sempre €
igual aV,” . Isso ocorreu porque a jungao
do sinal de entrada e do sinal de feedback
(V;) estavam no mesmo potencial.

Em outras palavras, a jun¢ao é um ponto de
soma de “terra virtual”. Por causa deste né
de terra virtual, os

resistores Rre R, formam uma rede

divisora de potencial simples através do
amplificador n3o inversor com o ganho de
tensao do circuito sendo determinado pelas

razdes de R, e Ry
K
Ganho,A, =1 + —
R,
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AMPLIFICADOR SOMADOR PONDERADO

I R » Circuito Amplificador
Vie - ANN— e VAVAY P
A LR, Inversor Somador
Vs @———ANAN——@
") X Poderado
I, R A +—0
V; @ "\NA\AN— / [
Virtual earth Veur
T summing point
O __LOV O
AL S R f dif
Ir=1L+1L+1I=— e OS I\, Iorem direrentes . . :
PTRTRTS (R,-n TR Rm> o Circuito D/A de 4-bits:
, (amplificador somador R.= kA

Invertendo a eq. anterior: B ~Logic T

R, ponderado), entao o e
Vout — X V . P Rz = 2kQ) ;\/\/\/

Ry, teremos: gt | Lose T —AAA—]

Inputs < _ Weighted
R R R bi | Rz = 4k <
Entdo: —V, , = <RF V, + RF V, + RF V3> vy <RF> v <RF> AT B 1 Logic 0" @—ANN—F  50m
in in in R, 5 R; P p—

Se todos os R;, forem iguais: - Logic 1" @—ANN\— (O\L}tput)

RF . V — R Vl | V2 I V3 | Ov -
-V = R (Vi+ Vo + Vi+...) F R "R, R o + o
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I; R3
—AAN—
I R1 V.
Vio——ANN . v
out
. O
I R2 Ve
Vo 0—=A"A\AN,
4
R4
Ov
O O

Conectando-se as entradas referenciadas em relacao ao
terra (O v), podemos usar superposicao para resolver a

tensao de saida V_ .:

vV, -V Vi=Vy  _Va=V,
R, R, '/

R
No ponto de somatério: V, =V, e V, =V, < - )
R, + R4

AMPLIFICADOR DIFERENCIAL

» Circuito Amplificador Diferencial

R3
Se Vz =0 = Vout(a) - — Vl —

R,
Se Vl — O .o VOMt(b) — V2 R
» + Ry R,
V0ut - = Vout(a) + Vout(b)

Entao:

R, R, R, + R,
Vout - = Vl — |+ V2
R, R, + R, R,

Se R = R, e R, = R, a expressao se simplifica para:

R3
Vout — R_l

» Se V, > V, = a soma de tensao de saida sera negativa.

» Se V, > V|, = a soma da tensao de saida sera positiva.

(V2 — Vl) = que é a eq. do amplificador diferencial.
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Input Buffers J Differential Amplifier

Ref.:

https://www.electronics-tutorials.ws/opamp/opamp_5.html

AMPLIFICADOR DE INSTRUMENTACAQ

» Circuito Amplificador de Instrumentacao (Al)
Equacao:

R, 1 (R,
Ry | \ R;

out

Vo= (Vo= V) |1

» Sao amplificadores diferenciais de ganho muito alto que possuem uma alta
impedancia de entrada e uma saida de terminacao simples. Sao usados para
amplificar sinais diferenciais muito pequenos derivados de strain-gauges,
termopares ou de sensores de corrente em sistemas de controle de motores.

» Ao contrario dos amp-op's padrao em que seu ganho em malha fechada é
determinado por um feedback resistivo externo conectado entre seu
terminal de saida e um terminal de entrada, positivo ou negativo, os Al’s
possuem um resistor de feedback interno que é efetivamente isolado de seus
terminais de entrada ja que o sinal de entrada é aplicado através de duas

entradas diferenciais, V, e V, .

» O Al também possui uma taxa de rejeicao de modo comum, CMRR, (saida
nula quando V|, = V, ) muito boa, bem superior a 100dB em DC.

> Geralmente suas entradas possuem uma alta impedancia de entrada (Z;,).
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INTEGRADOR (PARCIAL)

» Analise...

» Equacoes:

e —ée d . e —e,
[ = P Iy = CE(e —e,), I3 = R
| 2

A corrente que flui pelo amp.op. é desprezivel,

entéO: il — iz 13 c:

e; — e’ d e'—e,
=C—(e'—e¢) +
R, dt R,
como: e’ = 0:
e. de e

S _cZfe_Zo
R, dt R,

usando Laplace:

E(G) _ (chs +1 ) E s
K I

» Finalmente:

2o~ (&) (7av1)
Ets)  \R, ) \RCs+1
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INTEGRADOR (PARCIAL)

Rz
Analise como impedancias complexas e lembrando que trata-se — AN Rz
de estrutura de amplificador inversor, teremos: Rs
VOM ) Zf -20dB/decade
Vin Zin Freque.n’cy
Zin — Rl
Vs Vo(s) -
Zy = - —, onde: IRZ(S) = - e [-(s) = C-sV,(s), entdo:
le i lC z v I | I | I | I | I Input Signal
Vs 1 R, A s S e S s S s
O VAT + vk SO+ L SRCHI N A A A |
R, R, ov \NV\/ Output Signal
K,
Vout(s) _ Zf _ sRyC + 1 _ RZ > Eq. ﬁnah
Vm(S) Zin ﬁ SR1R2C + Rl
[solando R,, obteremos = -
‘/m(S ) Rl RzCS + 1
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