- -
——

........../.0........_‘...
- - P e
3 -
-

——k -~

p- >
| — 2 -
. - —— .
-— e - 4
- > - - - - . g v S B - e’
—— ; o0 a s w s CF . O ot
Y
. -~ - . e -
- >

ML
-—

e pm——— S ad |
Thdensn WS

- -
.

e © 0 0 6. 06 06 060 0 0 0 o0 0 o

— e AR, " -

Controle Automdtico I

Prof Fernando Passold ..~
] 2022




INTRODUCAG

Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica
equagdes diferenciais Transformada de de equagoes Transformada Solugdo
Domino tempo Laplace Domino s Inversa de Laplace | p,mino tempo
(dominio frequéncia)
0°x 0X _
y() = a, Y -a 5 - dgx Y(S) = a,s* + a;s + apx y(1) = L7 {Y(s)}

» Equacgoes diferenciais que descrevem como um sistema se comporta com o tempo, sao transformadas
em relacoes algébricas nao envolvendo o tempo, em que podemos realizar manipulacoes algébricas
mais simples (normais).

» O comportamento do sistema, originalmente no dominio tempo serd transladado para o dominio s,
no qual s3o realizadas a manipulac¢oes algebricas.

» Usamos uma transformada inversa, para obter a solu¢ao de volta no dominio tempo.



INTRODUCAG

Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica
equagoes diferenciais Transformada de de equaes Transformada Solugdo
Domino tempo Laplace Domino s Inversa de Laplace | p,mino tempo
(dominio frequéncia)
_ -1
dy@ d"'y(t) +a(® = b d"u(t) d"r(t) P W) =27 1))
O "odm " gt D

» Na eq. Diferencial acima, y(f) se refere a saida, r(¢) se refere a entrada, e a; e b, se
referem a parametros do sistema.

» Origem das Equacoes diferenciais: Lei das malhas (somatorio de d.d.p.’s) de
Kischoft, lei dos nds (somatdrio das correntes) e leis de Newton (o somatdrio das
forcas é nula; ou somatorio dos momentos é nulo).



DEFINICAO

» O matematico francés P.S. de Laplace (1749-1827) descobriu um meio de resolver equacoes

diferenciais: multiplicar cada termo na equacao por ¢ ¥ e entdo integrar cada termo em relacao ao
tempo de zero para infinito:

A {f(t)} = F(s) = J f(t) e *'dt

onde: s = 6 + jw, € uma variavel complexa;

A notacao para o limite inferior significa que

mesmo que f(f) seja descontinuo em ¢ = 0,
podemos iniciar a integracao antes da
descontinuidade desde que a integral convirja.

» A transformada inversa de Laplace é data por: Assim, podemos encontrar a transformada de
1 o+ Laplace das funcoes impulso.
L HF(s5)} =— J F(s) e’ds = f(t) u(t) Esta propriedade tem vantagens distintas ao
27] 6—joo aplicar a transformada de Laplace a solucao de
~ L, t>0; . : .. .
— : —J > ’ equacoes diferenciais onde as condi¢oes
onde u(f) = funcao degrau: u(t) { 0. t<0 quag ¢

iniciais sao descontinuas em t = 0.




DEFINICAO

» O matematico francés PS. de Laplace (1749-1827) descobriu um meio de resolver equacoes

diferenciais: multiplicar cada termo na equacio por e~ * e entio integrar cada termo em relacio ao
tempo de zero para infinito:

L {fD} = F(s) = J f(0) e™*d1

onde: s = 6 + jw, € uma variavel complexa.

. , » Exemplo: Seja um resistor R, por onde passa a corrente i
» A transformada inversa de Laplace ¢é data por: P J P P

1 (o e seja v a d.d.p. sobre ele. Geralmente escrevemos:
L7HEF(s)) = —J F(s) e*'ds = f(t) u(t) v = Ri
27 0—] 0 | N Se v e [ sa0 ambas fun¢des do tempo, podemos escrever:
onde u(f) = fun¢ao degrau: u(t) = { 0. i z 0. v(t) = Ri(1)

Tomando a transformada de Laplace de i e v, a equacgao
anterior torna-se:

V(s) = RI(s)



TRANSFORMADA DE LAPLACE FUNCAO IMPULSO

» Definicao: 5(t) = {OO’ V0T <t <0 » Lot} =1

0, caso contrario.
O+

J o(t)dt = 1
0

5(t)t
0 't




TRANSFORMADA DE LAPLACE DA FUNCAO DEGRAU

» A equacio para esta funcio é: f(f) = A - u(t); (degrau de amplitude A), onde: u(t) = { é’ z z 8’
> Solugdo:

o) o0 A o0
F(s) = J Ae Sdt = AJ e Sldt = — — (e_”) 5

0 0 S 0 0 .
quando t = 00, o valor de e™® é 0; e quando t = 0, o valor de e ™ = 1.
Entao:

A

F(s) = —

\)



TRANSFORMADA DE LAPLACE FUNGAQ EXPONENCIAL

» Encontrar a transformada de Laplace de: f(r) = Ae—atu(t).

Solugdo:

Como a fungdo ndo contém uma fungdo de impulso, podemos substituir o

limite inferior da Eq. De definigdo da transformada de Laplace por O.
Portanto,

0 0.5 1 15 2
>> ezplot('exp(-2*x)',[0 2])
o0

o0 o0

0

F(s) =[

0

f(t)e—stdt = [

0
- A

F(S) — A e—(s+a)t
S+ a

—g STa




TABELA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

| | | |
3 Reta At u(t) A - — 0 0.5 1 1.5 2
...................................................................................................................................................................................................... f > ezplo’r('exp(—Z*x)',[O 2])
n!
4. Polinbmio t" - u(r)
. L. S exp(2 )
: —(a-1) B
5. Exponencial B-e u(r)
e ST A
6. Sendide sin(wt) - u(r)
s° + w?
..................................................................................................................................................................................................... I
7. Cosseno cos(wt) u(r)




PROPRIEDADES
TRANSFORMADA
DE LAPLACE

# Propriedade Nome

1. Z{fv} =F(s) = J f(e™dr Definicdo
0—
2. ZA{kfO} = kF(s) Linearidade
3. Z{A® + /0] = Fi(s) + Fy(s) Linearidade
4. < {e“”f(t)} = F(s+a) Deslocamento em freqiiéncia
5. <L { f(t— T)} = e T F(s) Deslocamento no tempo
1
6. < {f(at)} = —F(s) Escalonamento
a

of (t
7. < {%} = sF(s) — f(0-) Diferenciacao

0*f(1) ) , N
8. < W = s“F(s) — sf(0—) — f(0-) Diferenciacio

J"f(t X
9. < { /@ } = s"F(s) — Z sk =10-) Diferenciacio

ot
k=1
t F(s) _
10. < f(r)or p = Integracao
B )
11.  f(o0) = lim sF(s) Teorema Valor Final
s—0

12.  f(0+) = Iim sF(s) Teorema Valor Inicial

10




Propriedade Nome

EXEMPLO TRANSFORMADA INVERSA DE T 7 {foy =k = [ e Defnicaa

0—

, 2. L Lkf(t)y = kF(s) Linearidade
» Encontre a transformada inversa de Laplace de: WF)
3. &£ { f(0) + fz(t)} = F(s) + F5(s) Linearidade
F(S) - ( g 4+ 3)2 ' 4, < {e“”f(t)} = F(s+a) Deslocamento em freqiiéncia
Sp lugc’io: 5. &£ { f(t — T)} 1= e T F(s) Deslocamento no tempo
. 6. L if(at); =—F(s Escalonamento
Para resolver este item vamos fazer uso da teorema do ian) P
deslocamento em freqiiéncia, item (4) da tabela anteriore 7 & {%} — sF(s) — f(0—) Diferenciacio
lembrar da transformada de Laplace de f(¢) = tu(t) (item i
: o-f(t
3 da tabela anterzor). 8. £ { 6];(2) } = s2F(s) — sf(0—) — f'(0—) Diferenciacao
. 2 ~ n
— an

Se a transformada inversa de F'(s) = 1/s- é tu(t), entdo a B { (1) } — F(s) = 3 ¢ H10-)  Diferenciacio

' _ 2 7 ot
transformada inversade F(s +a) = 1/(s + a)“ é k=1

iy f F
e 1 bt(t) 10. & {J f(T)a’L'} = &) Integracao
B S
Assim: |
11. f(oo0) = limsF(s) Teorema Valor Final
I " s—0

f (t) — € tu(t)' 12. f(0+) = Iim sF(s) Teorema Valor Inicial

§S—> 00

AN PraccnlAd II




EXPANSAO EM FRAGOES PARCIAIS

» Para encontrar a transformada de Laplace inversa de uma funcao complicada, podemos converter a fun¢cao em uma soma
de termos mais simples para os quais conhecemos a transformada de Laplace de cada termo. O resultado é chamado de
expansao de fracoes parciais.

N(s)

> Se Fi(s) = DGs)

, onde a ordem de N(s) é menor que a ordem de D(s) entao uma expansao em fracoes parciais pode ser
realizada.

» Se a ordem de N(s) é maior ou igual que a ordem de D(s), entao N(s) deve ser dividido por D(s) sucessivamente até que

o resultando alcance um numerador possua ordem menor que o denominador. Por exemplo:
sO+ 257+ 65+ 7

Fi(s) = 5 s3  +2s% 465 +T | s+ s+5
S. + S +5 - . —83 —182 _5sg s+ 1
devemos realizar a divisao, assim: T s 47
| 2 —s? —s =5
FI(S) =S+ 1 | > 9
s“+s5+)5
E entao realizamos a transformada inversa de Laplace, obtendo:

fiy = 20 '5<r>+5f—1{ - }
Mo s2+s5+5

E ent3ao usando expansao em fracdes parciais, expandimos F(s) = 1/ (52 + 5+ 5).

12



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS (2)

» Expandindo: F(s) = 1/(S2 + 5 + 5).
» 3 (Casos:

» 1) raizes reais e distintas:

» 2) raizes reais repetidas:

> { .
3) raizes complexas: »> Toots([1 1 51)

ans =
-0.5 + 2.17941
-0.5 - 2.17941



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

( Eq..ax*+bc+c=0 Ousimplesmente:

> Exemplo, S¢ja. F(S) — 52 N 35 N 5 (1) o - A = b2 — 4dac >s I'OOtS(“ 3 2])
—b x4/ A dns =
» Esta funcao possui raizesem: s = — les = — 2. X|p = 2 -2
a

» Entao podemos re-escrever a expressao acima como: -1
R R >>
1 2 \
F(s) = |

= | (2)
s+ Ds+2 +1) (s+2)
onde R, e R, sao os chamados “residuos”, que podem ser calculados da seguinte forma:

» Para encontrar R, multiplicamos a eq. (2) por (s + 1), o que isola R;:

2(s+1)) o (s + DR,

M(sz+2) N 5+2)

P (s + DR,
5 +2) (s+2)
quando fazemos s valer -1, cancelamos o termo R, e obtemos entao:

2 (=1+1"R,

T C1+2) (=1+2)




EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

2
Exemplo, seja: F(s) = (1).
g g J 524+ 3542
» Esta funcao possui raizesem: s = —les = — 2.

» Entao podemos re-escrever a expressao acima como:
R, R,
F(s) = = (2)
s+Ds+2 (+1) ((+2)
onde R, e R, sao os chamados “residuos”, que podem ser
calculados da seguinte forma:

» Para encontrar R, multiplicamos a eq. (2) por (s + 1), o
que isola R;:
26+1)) (s + DR,
Q;I/I’f(52+ 2) 1 (5+2)

R, = (s + DR,

(s +2) (s+2)
quando fazemos s valer -1, cancelamos o termo R, e
obtemos ent3o:

. ) (=1+1"R,
1

T (C1+2) (=142

=2

» E R, pode ser encontrado da mesma forma, multiplicando
(2) por (s + 2):
2(s472))  Ri(s+2) o
s+ Ds+2) (s+1)  °

e entao fazendo s valer -2:

g) R, (=2+72)

R2 — = —
(=2+1) (=2+1)
» E assim (1) se transforma em:
2 2 2
F(s) =

G+DGs+2 G+ (+2)

» O que rende a seguinte transformada inversa de Laplace:

() = 2e™% — 2e " Hu(r)

#  QObs. (1) F(s)

5. Exponencial

B e . y(r)
s+ a

15



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS

» De forma geral:
N(s) N(s) R, R, | R

n

D(s) (s+p)s+py) - +p)  G+p)  G+p) (s+p,)

onde cada um dos residuos R, pode ser calculado multiplicando a eq. acima pela correspondente fra¢ao parcial.

F(s) =

Assim, se desejamos encontrar R;, multiplicamos a eq. acima por (s + p,) e vamos obter algo como:

(s + p)N(s)
5+ PIFS) S+p)s+py) - (s+p) - (s+py)
(s + p)) % (s + p)) e + K + 4«4—)‘@

= (S : - (S : ... i S :

s+ s+ l S+
fazendo s = — p;,, obtemos:

(s4+p;) N(s)

R. = + pIF —
SRR N e TR S pgrue Sy pares I



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS - EXEMPLO

» Dado a seguinte equacao diferencial:

2
d-y(t) 412 ) + 32y(1) = 32u(1)

dt? dt #  Obs. (1) F(s)

resolva para y(f) se as condic¢oes iniciais forem nulas.

Tabela de Transformadas:

|
2. Degrau A - u(t) A-—

Usar transformada de Laplace.

> Solugdo:

Usando uma tabela de transformadas de Laplace, suas Propriedades e lembrando

das condigoes iniciais (Y(07) = 0e y(07) = 0) temos que:

32
s7Y(s) + 125Y(s) + 32Y(s) = T #  Propriedade Nome
. of (t
Isolando ¥(s), temos: 7. < {—f( ) } = sF(s) — f(0—-) Diferenciacao
32 32 ot
Y(s) = —
s(s2+ 125 +32)  s(s+4)(s + 8) 0*(1)
8. < = s°F(s) — sf(0—) — f(0—) Diferenciacio
Expandindo Y (s), teremos: Ot?
R R R
Y(s) = 0 S —. &

TG AAGES) s 6+d)  +8

y(@) = (1 =2+ e™) u()
Encontrando os residuos:

Controle I: Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E DISTINTAS - EXEMPLO

> Dado a seguinte equacao diferencial: #  Obs. f@) F(s)
A’y ., dy@) 1
0 + 127 + 32y(1) = 32u(r) 2. Degrau A - u(r) A - -
¢ o e e e B
resolva para y(f) se as condig¢oes iniciais forem nulas. 5. Exponencial B -e~@D . y(r)
Usar transformada de Laplace. I S+a
> Solugdo: R, = 325 — 52 =1
T A+ +8) [y @E)

Usando uma tabela de transformadas de Laplace, suas Propriedades e lembrando

das condigoes iniciais (Y(07) = 0e y(07) = 0) temos que: R. — 32 - (s4+%) _ 32 _
- s Ns+8) |, (—4)(—4+8)
2 N
s7Y(s) + 12sY(s) + 32Y(s) = - 32 - (s8] 39
R3 — — —3 |

Isolando Y(s), temos: Ss+AH (A8 |- (=8)(-8+4)
Y(s) = 32 _ 32 E entdo:

s(s2+ 125 +32)  s(s+4)(s+ 8) 1 ) 1

° Y(s) = — - +
Expandindo Y(s), teremos: s (s+4) (s+78)
Y(s) = 32 & + K, R; E entdo finalmente:

TG AAGES) s 6+d)  +8

y(@) = (1 =2+ e™) u()
Encontrando os residuos:

Controle I: Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

» Exemplo: F(s) = 2 _ - (1) > Mas para determinar R;, necessitamos diferenciar a eq. (3) em relagao a s:
s3+5524+85+4 (s+ 1)(s +2)? o[ 2 - - =2
» O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2. 0s : (s+1) ) (s +_1)2 (s +1)7 ) ) )
_ ,, . o | (s+2)°R, 2s+4)  (s+2)° Qs+ 4 (s+1)— (s +2)°
> A expansao em fracoes parciais de (1) rende: = R, — = R,
R R R 0s (s+ 1) (s+1) (s+ 1) (s + 1)?)
F(s) = =—1l 4+ 4+ B PSP T [2ane
s+ D(s+2)2 (+1) (+2)2% (s+2) R 25 +6s+4)—(s“+4s+4) P |3 + 2s s(s + 2)
» R, pode ser encontrado como ja realizado antes: § (s+1) . § (s+1) : (s+1)
2 2 0
R1= M — =2 _[(S+2)R3]=1R3
(ADEs+2)2[__, (—14+2) 0s
Juntando a expressao com as 3 derivadas da eq. (3):
> R, pode ser calculado, multiplicando-se a eq. (2) por (s + 2)?, o que leva a: -2 (s+2)s
R, (S+1)2=(s+1)2 15
= (s +2)° +R+(+2)Ry, (3)
(s+1) (s+1) P -2 (s+2)s
R 37 2 2 1
R, = — (s +2)° 1 — (s +2)R, (s+1) (s+1)
(s+1) (s+ 1) fazendo-se s = — 2, teremos agora:
e depois f;zendo s = —2,0que llqeva a: P —2 (=2+2)°(-2) R —_n
3= - 1=~
R = (= L (L4 PR = —2 (=24 12 (=2+17
(=24 1) M(—2+1)) (24+2°R,
» Finalmente:
2 2 2 2

F(s)

TG+ Dis+2)72

G+1) (5+22 (5+2)

19



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

Exemplo: F(s) = =
g P (5) s3+5s2+8s+4  (s+ 1)(s+2)?

(1)

» O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2.

» A expansao em fracoes parciais de (1) rende:
2 R R R
F(s) 1 2 3

T GHDGE+2?2 G+D 5422 (5+2)

» Encontrando os residuos temos:

2 2 2 2
F(S) — —
s+ Ds+2)2 (+1) (+2)2% (s+2)

» Consultando-se uma tabela de transformadas de Laplace,

temos entao que:

f(t) =2e™" = 2te ™ — 2e™*

Obs.

Impulso

Degrau
Reta
Polinémio
Exponencial
Senodide

Cosseno

D
5(1)

A - u(t)
A-t-u(t)
t" - u(r)

B-e . y(r)
sin(wt) - u(t)

cos(wt) u(r)




EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

_ Exemplo: F(s) = _ (1) » Mas para determinar R;, necessitamos diferenciar a eq. (3) em relagao a s:
3+ 5524+ 85+4 (s+ 1)(s+2)? o 2 - -1 =2
> O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2. 0s :(S +1) _ (s +_1)2 (s+ 1)? _ _ _
0 | (s+2)7*R 25 + 4 +2)° 25+ 4)(s + 1) — (s + 2)*
> A expansao em fracOes parciais de (1) rende: ( ) & = R, @s+4) - (5 +2) = R, Es+Hs+D-(+2)
) R R R ds | (s+1) (s+1) (s+1) (s + 1))
Fs) = = — (2) CTonn . e 1T [2a- _
s+ Ds+2)2 +1) (+2)2 (s+2) » 25+ 6s+4)—(s"+4s+4) R |5 + 2s » s(s +2)
» R, pode ser encontrado como ja realizado antes: X (s+ 1) . : (s+1) - (s+1)
2 2 0
ADE+2)2 |, (—14+2) s
Juntando a expressao com as 3 derivadas da eq. (3):
> R, pode ser calculado, multiplicando-se a eq. (2) por (s + 2)%, 0 que leva a: -2 (s+2)s LR
R 2~ 21T
=(s+2>——+R,+(5+2R; (3) (s+1)*  (s+1)
(s+ 1) (s+ 1) po -2 (S+2)SR
R 37 2 2 1
R, = — (s + 22— — — (s +2)R, (s+1)? (s+1)
(s + 1) (s+1 fazendo-se s = — 2, teremos agora:
e depois f;zendo s =—2,0que ll;va a: o ) M(_z) P
3= - 1= =
R = (= L PR = — 2 (2412 (=2+1)
(=24 1) M(—2+ 1)) (24+2°R,
» Finalmente:
2 2 2 2
F(s) =

T GHDG+22 G+D) 5422 (5+2)

21



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES REAIS E REPETIDAS

2 2
Exemplo: F(s) = = 1
> P (5) s3+5524+8s+4 (s+ 1)(s+2)? (1)
» O denominador de F(s) possui raizes duplas em s = — 2.
> A expansao em fracOes parciais de (1) rende:
2 R, R, R,
F(s) = = + + (2)
s+ Ds+2)?2 (+1) ((+2)? (+2)
" De forma geral:
N N
Se F(s) = ) — () , entao:
D(s) (s+p)(s+py---(s+p,)
Rl R2 Rr Rr+l Rn
F(s) = + -t + + ... (1)
(s+pp)  (s+p)~ (s+p1) (s+p) (s +pp)

Para encontrar K, até K, temos que primeiramente multiplicar a eq. (1) por (s + p,)".
obtendo F(s) que é:
(s 4+ p1)"N(s)
(s +p)(s + pr)--(s + p,)
Fi($)=R +($+p)Ry+ (s +p)°Ry+ ...+ (s +p) 'R+
+Rr+1(S +py) K, (s +P1)r_
(s +po) (s + pp)

E entao os residuos sao calculados na forma:
P 1 d~1 Fl(s)

-1 dsi—1 =,

N m———

Fi(s) = (s +p)'F(s) =

0l=1

1 =1,2,...,r;

» Mas para determinar R;, necessitamos diferenciar a eq. (3) em relagao a s:

o[ 2 1 . b =2
os | s+ 1| ~ G+D?2  (s+1)
o [ +2?2R, . (25+4)  (5+2)° . 25+ 4) s+ 1) = (s+2)%
os | s+ | | G+D s+ | (s + 1)?)
(2524 65 +4) — (s + 45+ 4) 2425 s(s + 2)
:R1 :R1 :R1
(s +1)2 (s +1)2 (s +1)2

0
g[(s+2)1'e3] =1-R;

Juntando a expressao com as 3 derivadas da eq. (3):

-2 (s+2)s
= |+ Rs
s+ 1) (s+ 1)
-2 (s + 2)s
R; = — R,
s+ 1? (s+1)?
fazendo-se s = — 2, teremos agora:
—2 (=2+72(-2)
(=2 + 1)? (=2 +1)2

» Finalmente:
2 2 2 2
F(s)

T GHDG+22 G+D) 5422 (5+2)

22



EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

3
E lo: F(s) = 1
> Exemplo: £(s) s(s2 + 2s +5) (1)

cujas raizes resultamem: s =0es=—1 %2

A expansao em fracgdes, neste caso, fica:
3 R, Rys + Ry

; = | (2)
s(s2+25s+5) s (s24+2s+)5)

R, pode ser encontrado da forma usual e resultard em R; = 3/5:

35 3

Ty 242545 ], 5

R

3, >> roots([1 2 5])
3=§(S + 25+ 5)+ (Rys + R))s -
-1 +
3 6 3 -1 -
3=—s+—s+— -F+Rs*+R
SS SS 3 »S 1S

3 (6

Comparando os termos:

=0 =0
Ja R, e R; sao encontrados, multiplicando a eq. (2) pelo menor
denominador comum (s(s* + 2s + 5)): Dai: R, = ——e Ry = — g
S
. o2 (g2 R R.) - s (52
S AR 2 X“;””M“”M imalmente: F(s) 3 35 (=3/5)s + (—6/5)
Inalmente: £(s) = = |
= ) g > ) s(s2+ 25 + 5) 0y s2+25+5
3/5 3 s+ 2
F(s) =
s S5 \s?2+25+5
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EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

3
E lo: F(s) = 1
> Exemplo: £(s) s(s2+ 2s +5) ()

cujas raizes resultamem: s =0es =—1 %2

> A expansao em fragoes, resulta:
3 315 (=3/5)s +(=6/5)
s(s2+2s+5) s s24+25+5

3/5 3 s+ 2
F(s) =
s 5\s24+25+5

F(s) =

» O ultimo termo envolve a transformadas de Laplace de uma

funcao exponencial que amortece um cosseno e um seno:

A(s+ a)
L {Ae =
{ e " cos(w )} Gral+ ol
Bw
< {Be “sin(wt) } =
{ e sin(@ )} (s + a)? + w?
A(s+a)+ B
A {Ae“” cos(wt) + Be ™™ sin(a)t)} = (s+a)+Bo
(s + a)? + w?

» Adaptando ao nos

3/5 3
F(s) =

S S|

» Consultando uma

3 3

L 1
(1) = : e _cos(2t) + > sm(2t)_

S

» Ou:

SO caso, temos:
s+ 1)+ (1/2)(Q2)
(s+ 1)+ 22

tabela de transformadas:

_3 3 2
f == -5/1

onde ¢ = arctan(|

+ (1/2)%e¢™" |cos(2t — )|

/2) = 26,57° ou:

f()=0,6-0,6-1,118 ™" cos(2t + 26,57°)
f(H)=0,6 [1 — 1,118¢ ™" cos(2t + 26,57°)|
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EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

o Exemplo: F(s) = 3 (1) » Adaptando ao NOSso caso, temos:
2
s(s=+ 25 + 5) Fis) 3/5 3 [+ 1D+ (1/2)(Q2)
§) =
cujas raizes resultamem: s = Q0es=—1 %2 S 51 (s+1)2+422
> A expansao em fragoes, resulta: » Consultando uma tabela de transformadas:
3 3/5  (=3/5)s + (—6/)5) 3 3 i 1 |
Fls) = = | ) = ! [cos(2r) + = sin(21
(<) s(s2+ 25+ 5) s s2+25+5 /0 5 5 _COS( )+28m( )_
F(s) 3/5 3 s+ 2 7
s) = ;
s S5 \s?+2s+5 .

_ 3 3 2 2 ,—t -
) =% 5\/ 12 + (1/2)%¢ [cos(2t — )

Com base em relacoes trigonometricas, pode-se escrever:

3 3 1 1 onde ¢p = arctan(1/2) = 26,57, ou:
) == —21/12+ (1/2)%¢™" | ———cos2t + ———sin 2 »
5 5 V12 + (1/2)2 V12 + (1/2)2 f(H))=0,6-0,6-1,118 ™" cos(2t + 26,57°)

onde: f(1)=0,6 [1 - 1,118¢ ™" cos(2t + 26,57°)|

cosp = 1/4/124 (1/2)*> esingp = (1/2)/1/ 12 + (1/2)?

Assim:

33 /5 o -
(1) =§—§1 + (1/2)*¢™" (cos ¢ cos 21 + sin ¢ sin 27)
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EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

Exemplo: F(s) =
g P (5) s(s2+ 2s +5)

cujas raizes resultamem: s =0es =—1 %2

> A expansao em fragoes, resulta:
3 315 (=3/5)s +(=6/5)
s(s2+2s+5) s s24+25+5

3/5 3 s+ 2
F(s) =
s 5\s24+25+5

» O ultimo termo envolve a transformadas de Laplace de uma

F(s) =

funcao exponencial que amortece um cosseno e um seno:

L - A(s+a)
< {Ae cos(a)t)} = Gral+ ol
& {Be sin(wt) } = b

C O T R 2 + @2

A(s+a)+ Bw
(s + a)? + w?

A {Ae“” cos(wt) + Be ™™ sin(a)t)} =

» Adaptando ao nos

3/5 3
F(s) =

S S|

» Consultando uma

3 3

0 =3-3€ |

» Ou:

|
cos(21) + > sin(21)

SO Caso, temaos:
s+ 1)+ (1/2)Q2)
(s+ 1)+ 22

tabela de transformadas:

_3 3 2
f == -5/1

onde ¢ = arctan(|

+ (1/2)%e¢™" |cos(2t — )|

/2) = 26,57° ou:

f(H)=0,6-0,6-

118 e7! cos(2t + 26,579)

f(H)=0,6 [1 — 1,118¢ ™" cos(2t + 26,57°)|

0.6 (1-1.118 exp(-t) cos(2 t+0.46365))

0.8
0.6
04
0.2




Comandos Matlab:

1 - 1.118¢™" cos(2r + 0.46365)—__

F(s) =

s(s2+ 25 + 5)

f(1) =0,6 |1 —1,118¢ " cos(2t + 26,57°)

>> atan(1/2)

ans = 0.46365 % (rad)

>> ezplot('1-1.118%exp(-t)*cos(2*t+0.46365)', [0 6])
>> hold on

>> ezplot('1-1.118%exp(-t)', [0 6])

>> ezplot('1.118*cos(2*t+0.46365)', [0 6])

>> axis([0 6 -1.2 1.5])

-0.5

1.5

1K

0.5

1.118 cos(2 t+0.463

\
/ \
/ \

S TT—1.11

65)

' I

\

3 cos(2t + 0.46365)
4 5 5
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EXPANSAO EM FRACOES PARCIAIS - CASO DE RAIZES COMPLEXAS

» Qutra forma de resolver:

Lembrando rela¢bes trigonomeétricas:

3 3 . .
F(s) = 1) = 2+ j1e 2" 4 (2 — j1)e~ 1721
(5) I flt) = < O[( j1) (2 —j1) ]
Raizes de (s> + 25 + 5) sdo s = — 1 = j2, entdo: A1) = 3
s 3 R, R, R, 5
5) = = — 1 :
s(s2+2s+5) s (+1+42) (s+1-—j2) 3
1) =
o 3 5 3 1) =<
' 4 (24 25+ 5) S=0_5 3
J(1) =
3 3 . S
R, = . = (2 +/1)
s(s+1—-j2) 1___p 20 onde: ¢ = tan”!(1/2) = 26,57°. Lembrando que:
e/’ + e~
R; € 0 conjugado de R,. = cos 0
3/5 3 2471 2 —7l
F(s) = L
S 20 \s+14+72 s+1-;2
Controle I: Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold




USANDO MATLAB

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde:

Exemplo;: F(s) =
plo:: F(s) s2 435+ 2

m | |

N(s) b,s"+b, s"'+...+bs+by R, R, R,

+ k(s)

D(s) a,s"+a, s+ ...+ a5+ ag S — P, S—p, S—Pi

» Parametros de entrada:

N € o vetor que contém os coeficientes de N(s), 5
D é o vetor que contém os coeficientes de D(s), ?
D=la, a,, ... a; ayl; K =
» Parametros de saida: . :
R ¢ o vetor que contém os residuos, Ou seja
2 2
R=[R, R, ... R; Ryl F(s) = | O
P € o vetor que relaciona os polos (raizes de D(s)), >> roots(D)
p=Ip, Pr-v - P1 Dol iy
e k corresponde ao (eventual) polindbmio resultante (quando p
egrau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]). >>

>> N=2;
>> D=[1 3 2];

>> [R,p,k]=residue(N,D)
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USANDO MATLAB

Exemploy: F(s) =
) s34+ 552+ 8s+ 4

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde: >> N=2:
m m— >>D=[1 5 8 4]
N(S) _ bmS bm—IS 1 T bIS + b() _ Rn | | R2 | Rl | k(S) S>> rOOtS(D)
D(s) a,s"+ a,_s" 1+ ...+ a5+ ag s—p,  S—Dy §—D ans =
-2
» Parametros de entrada: -2
/ A . -1
N € o vetor que contém os coeficientes de N(s), Ou seja
N — [bm bm—l bl b()]; F(s) = & = Ry + e + %
) X , G+DE+22  (+1)  (+2?2  (s+2)
D é o vetor que contém os coeficientes de D(s), >> [R,p,k]=residue(N,D)
D=[a a a, ayl; i
o n n—1 ce 1 1E 5
A ’ '2
» Parametros de saida: 5
R ¢ o vetor que contém os residuos, p =
-2
R=[R, R _, ... R, Ryl 5
P é o vetor que relaciona os pdélos (raizes de D(s)), - -1
p=Ipn Puer - P1 POl 0
e k corresponde ao (eventual) polindmio resultante (quando i 5€):

2 2
grau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]). ) = - +22 (s+2) | s+ 1)




USANDO MATLAB

» A funcao ‘[R,p,k]=residue(N,D)’, onde:
N(S) o bmSm bm—lsm_1

..+bis+by R

n

R, R

S—DP?

D(s) ; a,s" + an_ls”—l + ...+ a5+ q S — D1

S — DPn
» Parametros de entrada:
N € o vetor que contém os coeficientes de N(s),

D é o vetor que contém os coeficientes de D(s),
D=la, a,_, ... a apl;

» Parametros de saida:
R € o vetor que contém os residuos,

P é o vetor que relaciona os polos (raizes de D(s)),
p=IpPn Pur -+ P1 Dok

+ k(s)

e k corresponde ao (eventual) polindbmio resultante (quando

egrau{N(s)} > grau{D(s)}; na maioria das vezes k=[ ]).

Exemplos: F(s) =
plos: F(s) s(s2+ 25 + 5)

>> N=3;
>D=[1 2 5 0]
>> roots(D)

ans =
0+ Oi
-1 + 2
-1 - 21
Ou seja:
F(s) = 3 B Ry R, R,

s(s2+2s +5)

+ +
s (+14+j2) (G+1-52)
>> [R,p,k]=residue(N,D)

R =
-0.3 + 0.15i
-0.3 - 0.15i
0.6 + Oi
p:
-1 + 2l
-1 - 2
0+ Oi
K =
]
Ou segja:
3/5 <(3/10)+j(1,5/10) (3/10)—j(1,5/10)>
F(s)=— - . + .
s s+ 14;2 s+1—j2
3/5 3 2+l 2 —7l
F<s>=———< L
s 20 \s+1+72 s+1-—;2
6 3 15 1,5
0,6 =—=—; 0,15 =—=——
10 5 100 10
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USANDO MATLAB

» Funcao: 'ilaplace(F)' :
retorna a Transformada Inversa de Laplace de F. Por padrao, a variavel independente € s e a variavel transformada é t. E esperado
que F contenha a variavel s do tipo ‘syms’, caso contrario, 1 laplace usara a funcao symvar para avaliar a expressao F.

> Exemp101: > Exemploz; » Exemplos:
2 F(s) =
F(s) = F( - 2
2 §) = s(s*+2s+5)
- s3+ 557+ 8s + 4
>> roots([1 3 2]) >> roots([1 2 5 0])
. >> roots([1 5 8 4]) . o
-2 ans = -1+ 2i
-1 -2 - 2
>> Syms s 0 >> SYymSs S
>> F=2/(s"2+3"s+2) : >> F=3/(s"3+2*s"2+5%s);
F = i >> f=ilaplace(F);
2/(s"2 + 3*s + 2) >>Syms S >>pretty(f)
>> f=ilaplace(F) >> F=2/(s"3+5*s"2+8"s+4); / sin(2 t) \
f = >> f=ilaplace(F); Y
27exp(-t) - 2"exp(-2™) >> pretty(f) R
>> pretty(f) 2 exp(-t) - exp(-2 1) 2 - t exp(-2 1) 2 5 5

2 exp(-t) - exp(-21) 2

g S 3 3 (o, sin2
V(i) = 2¢™ — 2e™ y(t) = 2e~" — 2e2 — 2te2 Y0 = = = 2 (cos 2+ —




+ EXEMPLOS

» Seja a fungao transferéncia de um sistema dado por:

3
G(s) =
s2+7s + 10
mesmo € submetido a uma entrada degrau.

; encontre sua resposta quando O

> Solugdo:

Y(s) = U(s) - G(s)
s+ 3 B s+ 3
3+ 7524105 s(s2+ 7s + 10)

Y(s) =

Cujas raizes estdoem: s = 0, s = —2es = — 3.
A=b*—4ac=49-4-1-10=9
C —bxy/A 73

2a 2.1

Entdo Y(s) pode ser re-escrito para:

S

s+ 3 s+ 3
Y(S) — —
s34+ T7s2+10s  s(s+2)(s +5)
R R R
Y(s) = L 24
S s+2 s+5
Encontrando os residuos:
s+ 3 3 3
R, =F(s) s = A ) = =—=0,3
g ASs+2)(s+5) 1., @05 10
B  A2(s+5) o1 o l o
Ry=F(s)s+2)| == el M i 0,16667
B _ (5+3)(s+75) =2 __i__
Ry=F)s+5)| = e M it T 0,13333

-(3):-(2)-
vis)=(—)——(=
10/ s 6/) s+2
0=(55)-(5)
=\ 10 6)°

2 1
15/ s+5

i e—St
15
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+ EXEMPLOS

» Seja a fungao transferéncia de um sistema dado por:

3
G(s) =
s2+7s + 10
mesmo € submetido a uma entrada degrau.

; encontre sua resposta quando O

> Solugdo:

Y(s) = U(s) - G(s)
s+ 3 B s+ 3
3+ 7524105 s(s2+ 7s + 10)

Y(s) =

Cujas raizes estdoem: s = 0, s = —2es = — 3.
A=b*—4ac=49-4-1-10=9
C —bxy/A 73

2a 2.1

Entdo Y(s) pode ser re-escrito para:

S

s+ 3 s+ 3
Y(S) — —
s34+ T7s2+10s  s(s+2)(s +5)
R R R
Y(s) = L 24
S s+2 s+5
Encontrando os residuos:
s+ 3 3 3
R, =F(s) s = A ) = =—=0,3
g ASs+2)(s+5) 1., @05 10
B  A2(s+5) o1 o l o
Ry=F(s)s+2)| == el M i 0,16667
B _ (5+3)(s+75) =2 __i__
Ry=F)s+5)| = e M it T 0,13333

-(3):-(2)-
vis)=(—)——(=
10/ s 6/) s+2
0=(55)-(5)
=\ 10 6)°

2 1
15/ s+5

i e—St
15
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+ EXEMPLOS

» Seja a funcao transferéncia de um sistema dado por:

Gs) = s+ 3

s2+4+7s+ 10

; encontre sua resposta quando o

mesmo é submetido a uma entrada degrau.

Usando Matlab:
>> N=[1 3];
>> D=[1 7 10 0];
>> roots(D)
ans =
0
-5
-2
>> [R,p,k]=residue(N,D)
R =
-0.13333
-0.16667
0.3

Controle I: Transformada de Laplace

syms s
Y=(s+3) /(sN3+7*%s"2+10%s)
y=ilaplace(Y);
pretty(y)
exp(-5 t) 2

s+ 3 B s+ 3
s34+ 752+ 105  s(s +2)(s + 5)
R, R, Ry

Y(s) = — +
S s+2 s+5

Encontrando os residuos:

R, = F(s) s A+ 3) 3 —1—03
1 o AEHDGE+S ], @6G) 10
B A2 (s+5) 1 o l o
Ry=F(s)s+2)| == et T =" 0,16667
B _(s+3)§;;|/55 B -2 __i__
Ry = F(s)(s +5) T s(s+2)§,s;|—/55 . = C53) =15 " 0,13333
Entao:
Y6) 3\ 1 1 1 2 1
S )= — | —— | — S
10/ s 6/ s+2 15/ s+5
3 ] y)
A= —) (= /A —5t
Y (10) <6)e <15>e

Prof. Fernando Passold
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(f) para:

Y(s) = s+ 3
VT G+ 226+ 5)

» Solucao:

Neste caso:

R, R, R, R,

Y(s) = | | |

Ry I(S+2)2 s+ 2

- S(s + 3)

Ko=) = T 226+ 5)

R, = (s +2)°Y(s) =

s(s4+2)(s +5)

1 1

R2 — —
(=2)(3) 6

s+ 35

§=—

Ry=—|(s +2)* Y(s)|
S s=—2
R_d s+3 - S(s+5) = (s +3)(2s +5)
S ds s+35) 1., a [s(s + 5)]? o
7
R; = = —0,19444
36
(s + 3545) —2 2 0044444

R, = (s+5)Y(s)

=5 sG+2XAsH+ | (=5)©9) 45

S=—

( 1 (1) 1 (2) 1
— _|_ —_—

2 6/ (s+2)? 45 ) s+ 5

— 3 l -2t l —2t i) -5t

0=% (36)6 <6>te +<45 ’
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(t) para: R3 _ i [(S n 2)2 Y(S)]
s+ 3 ds _
Y(s) = )2 5 §=—
S8+ 2)%s +) b d [543 (54 5) = (s+3)(2s + 5)

> Solugao: S ds s+35) 1., a [s(s + 5)]? o
Usando Matlab: >> ]
>> N=[1 3]; >> Syms S R3 — — 0,19444
>> D=poly ([0 -2 -2 >> Y=(s+3)/(s*(s+2)"2x(s+5)) 36
-51); Y = (s + 3)s+5) -2 2
>> (s + 3)/(sx(s + 2)"2%(s + 5)) Ry= (s +35)Y(s) = 5 = — = — = (,044444
[R,p,k]=residue(N,D) >> pretty(Y) ==5  sls+2) M $==35 (=3)O) 45
- 0.044444 Y(s) > ) ! / : : : - :

.044444 0 e e e e e e oo §) = —_— — -
-0.19444 20 \) 36 ) s+ 2 6 (S + 2)2 45 s+ 5
-0.16667 s (s +2) (s +5)
0.15 y(t) _ 3 l e—2t_ l te—2t_|_ i e—5t
>> y=ilaplace(Y); 20 36 6 45
= >> pretty(y)
exp(-5 t) 2 exp(-2 t) 7 t exp(-2 t)

[]
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+ EXEMPLOS

> Encontre f(¥) para: P — s+3 _ —24+j+3
F(s) = s+3 PTG H2H) [y (24 (=24 +2+))
(s +5)(s?2+4s+5) |
R,=0,1—j02
» Solucao:
Ry=R¥ =0,1+0,2
>> roots([1 4 5])
-~ 0,2 0,1 —;0,2 0,1+;0,2
ans | F(s) = — + J g J .
-2 + 1i s+5  s4+2—-j  s+2+4)
2 - 1i | |
s+ 3 [ =—=02e"+ (0,1 —j0,2) e+ (0,1 +0,2) 27"
F(s) = . .
) +2 i)+ 24)) f6) = = 02¢75 &7 0,1 (e + e7) = j0.2 (e — &) |
F( ) Rl 4 R2 4 R3
) = - L LT
S+5 s+2—j s+2+4] 1) = — 0265 4 ¢~ 02(6”+e=”)+04(e~”—6”)
9 9 2 9 j2

Ry=(s+5F)| ! |
f(t) =0,2e™" + e (0,2 cos 7+ 0,4 sin )

R, = (s + 2 — j)F(s) | L%mbragdo que:
Y £ = 02675 + ¢71/0,22 4 0,47 cos(t + ) e te g
Ry = (s + 2 +)F(s) = R
s=—2-j  ° F(f) = — 0.2¢™5 + 0447212 cos(t + )
s+ 3
R —_ —_ 0,2 _ 092 0
L 244545 s ¢ = tan 1(a> = 63,4

Controle I: Transformada de Laplace Prof. Fernando Passold 38



+ EXEMPLOS

» Encontre f(f) para: R — s+ 3 _ —24+j+3
Fis) s+3 G2+ ) [y (C24 (=24 +2+))
(s +5(s2+4s+5)
R, = 0,1 —j0,2
» Solucao:
N R, = R¥ = 0,1 +0,2
Note: | | psy = - 02 01-j02  0.1+/02
I, | Ry B Kel? | Ke™? VT TNES S+2—j s+2+j
BRSNS 2 ) (s+2—7) (s+2+)) f) = = 02¢ + (0.1 = j0,2) e + (0,1 +j0,2) =2
Ke/? Ke %
<! — —| = f6) = = 02¢75 &7 0,1 (e + e7) = j0.2 (e — &) |
5+2—7) (s+2+)) _
= Kelbe=Qit 4 Ko=ib =2+ 0 = — 0204 e |02 Lo 4= e
= Ke~2 [0+ 4 i) 2 2
K2 [ej ) + e (H@] f(t) =0,2e™" + e (0,2 cos 7+ 0,4 sin )
2
_ Me= cos(t + ¢) F(t) = 0.2e5" + e—2f\/ 0.22 + 0.42 cos(t + i)
= Me® cos(wt + @) > F(f) = — 0,2¢5 +0,44721¢ % cos(t + )
B _ B > 2 _
K_\Rz\_\R3\—\/O,1 +0,22 = 0,224 tan1<o_>_6340
b = 2K = tan~" (0.,2/0,1) = 63,4° 0.1
M =2K = 0,448




# Obs. Ji0) F(s)

1. Impulso o(1) 1
1
TAB ELA 2. Degrau A - u(r) A —
)
R EIN
( AU M ENTAD A) D E 3.  Degrau com atraso no tempo u(t — 1) f(t)
1S— e 5T T
4. Pulso retangular (duracao 7)
S T t
TRANSFORMADAS 3
5. Rampa (reta) A-t-u(r) — 2,
S 8
DE LAPLACE | ’ | i
6. Funcao Quadratica 5 — 2
U n! oo
7. Polinbmio " - M(f) 2 exp(-)

it i
8 Exponencial B-e @y b |
. p T . 08 2 t exp(-t)
S 0 2 4 0:6
1 t 0.4
0.2
(s +a) oy o
< ! V4 ’ 0 2 4 6
t
tZe—at 2 0.5/\
(S —I— 0)3 0 5
0 2 4 6 8 ad
t 5l

9. Tempo X exponencial te

1
10.  Exponencial assintotica — (1 — e“”) eiatye 2
q S‘(S‘ + {]\ -(1-exp(-2 t)) 1l
t_l—e_‘” a ; 0oz 4 8 8
. (‘2{(‘ " /7\ 1 11-exp(-2 t)-2 exp(-2 t)
| o7 2 J \U 1 Vl// 0
o) 0 p) 4 0.5
a t 0
1] —e ¥ _ gte™™ (1-2 1) exp(-2 1) 05

0

R TPV, 0.1 1
SIS ™)
g 0 0 2 4
t
1 —at)e ™™ o
( ) (¢ L n\z o 40
\LI | | V/ 2 4
t



# Obs. (1) F(s)

11. Senodide sin(wt) - u(t)

TABELA e

................................................. 12. Cosseno cos(wt) u(r)

exp(-1/2 1) sin(2 r ) \) 2 + 0)2
0,
(AU M ENTADA) D E 13. Senoide amortecida e~ sin(w 1) 0'5/\/\/\/\4 d

2 2
-0.5 exp(-1/2 t) cos(2 7 t) (S + a) a)d

TRANSFORMADAS 14. Cosseno amortecido e cos(w f) : f 4 \/\/\/\/ s+a

-0.5 2 2
(s + a)* + w;

DELAPLACE .. e T

Oscilacao amortecida e B cos(w,t) 4 sin(w t)
w, (s+a) + w3

1 sin(2 7 t)+(1/x) cos(2 = t)

N | 16. Oscilagdo amortecida ~ Me™* cos(w t + ¢)
Of - 2 exp(-0.3 2 K t) (sin(2l T t)+(1/7.r) cos(2 « t)) 2
4 | 15 ' —abB Bs+ C
0 L

1 M= |2+ (S
2 2
\ @, (s +a)* + o]

X 0.5}
0 0:5 i 1.'5 2 C — CZB

(2 1r)/sqrt(1-0.32)) c?xp(-z m 0.3 t) siln(2 w sqrt(1 -0.32) t) B a) d
i - : 2
_ W _ : W
17. ° e "' sin a)\/(l—éz)t

1-(1/sqrt(1-0.32))exp(l-21r0.3 t) sin(2 1rlsqrt(1-0.32)t+1.2661) 0 \/ 1 — C 2 ] | A 2 + 24, s + 0)2

hi 0 : 2 3 1 | > - w?
.| | 18. t | — e ' sin a)\/(l — ) [+ ¢ ; ;

V1=22 _ _ s(s= + 20ws + w?)
0

0 1 2 3

t (para { = cos @) (para{ < 1)




+ EXEMPLOS

» Encontre y(f) para:

Y(s) = s+ 3
VT G+ 226+ 5)

» Solucao:

Neste caso:

R, R, R, R,

Y(s) = | | |

Ry I(S+2)2 s+ 2

- S(s + 3)

Ko=) = T 226+ 5)

R, = (s +2)°Y(s) =

s(s4+2)(s +5)

s+ 35

§=—

Ry=—|(s +2)* Y(s)|
S s=—2
R_d s+3 - S(s+5) = (s +3)(2s +5)
S ds s+35) 1., a [s(s + 5)]? o
7
R; = = —0,19444
36
(s + 3545) —2 2 0044444

R, = (s+5)Y(s)

=5 sG+2XAsH+ | (=5)©9) 45

S=—

( 1 (1) 1 (2) 1
— _|_ —_—

2 6/ (s+2)? 45 ) s+ 5

— 3 l -2t l —2t i) -5t

0=% (36)6 <6>te +<45 ’
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+ EXEMPLOS

» Encontre y(t) para: R3 _ i [(S n 2)2 Y(S)]
s+ 3 ds _
Y(s) = )2 5 §=—
S8+ 2)%s +) b d [543 (54 5) = (s+3)(2s + 5)

> Solugao: S ds s+35) 1., a [s(s + 5)]? o
Usando Matlab: >> ]
>> N=[1 3]; >> Syms S R3 — — 0,19444
>> D=poly ([0 -2 -2 >> Y=(s+3)/(s*(s+2)"2x(s+5)) 36
-51); Y = (s + 3)s+5) -2 2
>> (s + 3)/(sx(s + 2)"2%(s + 5)) Ry= (s +35)Y(s) = 5 = — = — = (,044444
[R,p,k]=residue(N,D) >> pretty(Y) ==5  sls+2) M $==35 (=3)O) 45
- 0.044444 Y(s) 5 ) ! / : : : - :

.044444 0 e e e s) = S o -
-0.19444 20 \) 36 ) s+ 2 6 (S + 2)2 45 s+ 5
-0.16667 s (s +2) (s +5)
0.15 y(t) _ 3 l e—2t_ l te—2t_|_ i e—5t
>> y=ilaplace(Y); 20 36 6 45
= >> pretty(y)
exp(-5 t) 2 exp(-2 t) 7 t exp(-2 t)

[]
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REVISANDO A FUNCAO TRANSFERENCIA

» Um sistema de n-esima ordem, linear, invariante no tempo, pode ser descrito pela equacao diferencial:

dy(ny — d"y(@) dy(r) d"r(ny . d"'r(n) dr(r)
Cln | an_l 1 F ... T+ al | aoy(t) — bm | bm—l 1 F ... T+ bl | bor(t)
dt" dt" dt drm drm dt

Comportamento descrito por Manipulagdo algébrica

equagoes diferenciais Transformada de de equages Transformada Solugdo
- S T

Domino tempo Laplace Domino s Inversa de Laplace | p,mino tempo
(dominio frequéncia)
q
(ans” a,_s" N+ . +as ao) Y(s) = (bmsm b, " L+ ... +bs bO) R(s)
-1
R(S) » G(S) Y(S) > G(S) _ Y(S) _ bmsm —+ bm—lsm + ... + bIS —+ bo - Y(S) — R(S)G(S)
R(s) a,s"+a, s" 1+ ...+as+ag

y(t) = 27 {Y(s)}
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EXEMPLOS DE USO:

» Ex 1: Encontre a funcao transferéncia para:
dc(t)
dt

+ 2¢(t) = u(r).

» Solugdo:
sC(s) + 2C(s) = U(s)

A funcao transferéncia, G(s), fica entao:

C(s) 1
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EXEMPLOS DE USO:

» Ex 1: Encontre a func¢ao transferéncia para:

» Ex 2: Encontre o resultado para c(z), quando este
dc(t) . , .
- 2¢(f) = u(d). sistema € submetido a uma entrada degrau.
d » Solugdo:
> Solugdo:

C(s) = U(s) - G(s)
sC(s) + 2C(s) = U(s)

A funcio transferéncia, G(s), fica entio:

A transformada de Laplace de um degrau é: U(s) = 1/s,
entao:
G(s) C(s) 1
) = —
Uls) s+2 C(s) = (s +2)
B <p1 - A expansao da expressao anterior leva a:
u(t) 0.4 c(t)=5—56_2t 7 1/2 1/2
§0'3 C(S) —
E - | S s+ 2
- ’ 01| 2 | Realizando a transformada inversa de Laplace,
oo 2 o 4 encontramos c(?):
U(s) C(s) 1 1
g G(S) > C(f) — e—2t
2 2
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