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MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS

Objetivo: Entender comportamento de um sistema
Definicao:

Um modelo matemadtico de um sistema € uma réplica das relacdes entre a(s) entrada(s) e a(s) saida(s),
descritas em expressdes matematicas.

S (Saida)
E (Entrada)

Funcao transferéncia, G =

Funcao
transferéncia

E S

G

Entrada Saida




MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS

Exemplol: Suponha um motor, a entrada do motor é uma tensao de V e a saida € a rotacao w
do motor. Se sua funcao de transferéncia é: 500 RPM/Volts, qual serd a velocidade de saida (em
regime permanente) para este motor, quando a entrada é de 12 Volts?

Nota: Para muitos sistemas, existe uma relacao linear razoavel entre a entrada e a saida, ou
seja, a saida é proporcional a entrada. Assim, se a entrada dobra, a saida também dobra, isto €,
se a entrada é multiplicada por uma constante, a saida é multiplicada pela mesma constante.

No caso do motor, se existe uma relacao linear entre a saida (w) e entrada (V), seu modelo
matematico seria:

0,
G=—
>
Solugdo:
w=G-V
RPM
@ = 500 - 12 (Meotts) = 6.000 (RPM
(Jlmfﬁ) (Vetls) (RPM)

4 4),
> G ——
Entrada Saida
Velocidade !
(RPM)
6000 — ----mmmmmrmmmmmeeenaen
RPM )
Volts
0 Tensdo
(Volts)



MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS
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Exemplo2: Seja uma saida de audio de uma placa micro-controlada. Através de medi¢coes em laboratério se

percebeu que quando se programa certo registrador com o numero 1, é gerada uma onda quadrada na
frequéncia de 98,4 Hz e quando este registrador assume o valor 127, a freqiiéncia de saida muda para

10.550 Hz. Levante uma funcao transferéncia que relacione a frequéncia gerada X valor do registrador, e

determine que valor deveria ser programado neste registrador para gerar uma saida em 440 Hz? Na pratica

se deseja usar um comando como:

sound (valor_registrador, duracdo).

Solugdo:

A fungdo transferéncia aqui é
linear, isto é, se faz necessdrio
levantar a equagdo da reta para
este problema:
Equagdodareta:y = ax+ b
Montando um sistema de
equagoes:

(1) 10500 =127a+ b
2) 984=1a+b

4> 82.93
Reg.
Ganho
15.45
Constante
Resolvendo:

Fazendo: (1) — (2), teremos:
127a + b = 10550
—a—b=-984

(127 —1)a = 10550 — 98,4
a = (10550 —98,4)/126 = 82,9492
Entao:

82,9492 - 1+ b =984

b =984 — 82,9492 = 15,4508

Freq.

E assim, tém-se a fungdo
transferéncia:
Freq = 82,9492 - Reg + 15,4508

Finalmente:

440 = 82,9492 - Reg + 15,4508
440 — 15,4508

Reg =
32,9492
Reg = 5,1182.

Funcao
transferéncia

Reg . f (Hz)
Entrada Saida

12000 o
9600
7200

4800

Frequencia (Hz)

2400

Valor_Registrador



EXEMPLOS DE MODELAGENS SIMPLES

» Sistema de engrenagens:
& & .\/20 dentes

\/
W1 0 <: menor rpm
Motor - K > T

motora T2
movida
“ganho’ \Relagao de engrenagens/' Relagdo de transmissdo:
10:20, ou
), Relagdo de Velocidades: Relagdo de Torques:
1 @ _M h_m
@ n, Wy M L m
- = Onde: Onde:
W) m @ = velocidade engrenagem 1 (rad/s); = ©, = torque na engrenagem 1 (N - m);
ny 10 @, = velocidade engrenagem 2 (rad/s);  ©, = torque na engrenagem 2 (N - m);
K = n_ — 20) — 5 = 0,5 n, = nimero dentes engrenagem 1; n, = niumero dentes engrenagem 1;
2 n, = numero dentes engrenagem 2. n, = numero dentes engrenagem 2.



EXEMPLOS DE MODELAGENS SIMPLES

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Motor

Kl
\

Motor y K
/

Relagdo de Velocidades:

1:48
K 1
— W n
48 1 _ 72
w, N
Onde

@, = velocidade engrenagem 1 (rad/s);

10:40 = 1:4 ‘
9:27 ~1:3 @, = velocidade engrenagem 2 (rad/s);
10:20  =1:2 n, = numero dentes engrenagem 1;
10:20 = 1:2 )
Total —1:48 n, = numero dentes engrenagem 2.
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EXEMPLOS DE MODELAGENS SIMPLES

» Sistema sensor de temperatura de -50°C até 100°C, analégico, padrao industrial 4-20 mA:

T l
Processo » K

«ganhon

<

100 — (—=50) £

K = = 9,375 5

20 -4 o

()

[=

o

w937 + 3

T (oC) x i (MA)
Ganho
0
4 -50 100

Constante

Temperatura (oC)
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Sinal de saida Sinal de saida Sinal de saida

SISTEMAS LINEARES E NAO-LINEARES

P
Sinal de
entrada

Sinal de
entrada

Sinal de
entrada

L4
Nao-linearidade Nio-linearidade Naio-linearidade
tipo saturacdo tipo zona-morta tipo lei quadratica

Sistema Linear: é dito linear se sobre ele se aplica o principio da superposigdo.

O Principio da Superposicdo estabelece que a resposta produzida pela aplicacdo simultdnea de 2 excitagoes
diferentes é igual a soma das 2 repostas individuais a cada uma das excitagoes. Portanto, para sistemas lineares, a
resposta a vias entradas pode ser calculada considerando-se uma tinica entrada de cada vez e adicionando-se os
resultados.

Existem Sistemas Lineares Invariantes no tempo x Sistemas lineares variantes no tempo.

Sistemas ndo-lineares: se a ele ndo se aplica o principio da superposi¢do. Assim, nos sistemas ndo-lineares, a
resposta a 2 entradas ndo pode ser calculada tratando-se uma entrada de cada vez e somando-se os resultados. Por
exemplo:

¥+ X2+ x = Asin wt



Sinal de saida A

SISTEMAS NAO-LINEARES

Sinal de
entrada

Nao-linearidade

Exemplos: tipo saturacgio

Sinal de saida Sinal de saida

Sinal de
entrada

Sinal de
entrada

Ndo-linearidade
tipo lei quadratica

Ndo-linearidade
tipo zona-morta

» Sistemas eletromecanicos, hidraulicos, pneumaticos.

> A saida de um componente pode saturar para sinais elevados na entrada (“saturacao”);

» Pode haver uma “zona-morta” no sistema causado por folgas ou desgastes num sistema de
engrenagens ou cremalheira; Neste caso, a saida do sistema nao varia (fica insensivel) para

pequenas variacoes no sinal de entrada.

» Sistemas de controle liga-desliga (on-off): nao ha uma ac¢ao linear entre a entrada e saida do

controlador.



SISTEMAS NAO-LINEARES

» Exemplo: curva de torque de motores Mechanical Power vs. Torque

AN

—_—

L\\ ——9V

—7 N

o

Mechanical Power (W)

==
o

i
T

0.2

0 5 10 15 20 25

Torque (N.cm)
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altura (mm)

ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

» O sensor de distancia GP2YOAO2YK baseado em IR do fabricante Sharp:
’ » mede de 20 a 150 cm; maximo de f, = 20,87 Hz.

\‘T\\ Obs.: Uso do processo “Bola no Tubo”:

RESPOSTA AO DEGRAU

2+ 1] N AP RGRpRPRIpRyRp SRR I RSP JRPRPIEIOUS SpRIPRpI Ry PRy
200_. _______________________________________________
150 L - |- - - e
L+ W . Uyl R UGl PR . SR
Controlador PID
o I e A Ts  Td
| ; | | | —e )+—e +—(e —2e  +e ,)
0 , , 1 1 Ti Ts
0 2 4 6 8 10 12 =

icesso bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.

Figura 58 - Curva de resposta com controlador PD




altura (mm)

ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

» O sensor de distancia GP2YOAO2YK baseado em IR do fabricante Sharp:
- » mede de 20 a2 150 cm; maximo de f, = 20,87 Hz.

58 Obs.: Uso do processo “Bola no Tubo”:

RESPOSTA AO DEGRAU

.+ 1] Y KRN PR RSy Sy iy Sy Ry PR ——
200fF--|-----d -l
150
{11 | e .
. . . . | Controlador PID
i I A A A A R ] Ts Td ,
: : E : : —en—1)+_.en +—(en— en—1+en—2)
0 ] ] 1 1 1 Tl TS
0 2 4 6 8 10 12 -
tempo (s)

icesso bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.

Figura 58 - Curva de resposta com controlador PD
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ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

» O sensor de distancia GP2YOAO2YK baseado em IR do fabricante Sharp:

) » mede de 20 a2 150 cm; maximo de f, = 20,87 Hz.
2
f\{\ﬁp Dados reais levantados — Excel:
WA
et MEDIDAS COM SENSOR
. \\ — 300
s X\\ A 250
5 A R
5 \ B £ 200
O S 0
N | 3
%" \\ ‘\ g 150 /
% ‘*\ § 100
e ; 50 -
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Of 10 X 0 P =2 a0 m 80 W 10 110 120 120 140 150 D.Stsn& (mm)

DISTANCE TO REFLECTIVE OBJECT (cm)
\White paper (80% Reflectance raic) Figura 45 - Resposta do sensor IR obtida experimentalmente
—immw Gray paper(18% Reflectance ratio)

Ref.: Vanz, Robinson Caldart, Controlador digital para processo bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.



ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

» O sensor de distancia GP2YOAO2YK baseado em IR do fabricante Sharp:

iy
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DISTANCE TO REFLECTIVE OBJECT (cm)

@ White paper (80°% Reflactancs ratio)
—immw Gray paper(18% Reflectance ratio)

» mede de 20 a2 150 cm; maximo de f, = 20,87 Hz.

Dados reais levantados —> Excel:

I

MEDIDAS COM SENSOR

Valor AD (8-bits)
3
o

0 100 200 300 400 500 600
Distancia (mm)

Figura 45 - Resposta do sensor IR obtida experime)

/

[ -

Valor AD (8-bits)

Polinomio de 5a-ordem

Faixa de Medicao Valida

y =-9E-11x°® + 2E-07x* - 0,0001x* + 0,0407x? - 6,4436x + 637,64
R? =0,9995

120

170 220 270 320 370
Distancia (mm)

420

470

520

570

620

Figura 47 - Interpolag¢ao da resposta do sensor de IR

Ref.: Vanz, Robinson Caldart, Controlador digital para processo bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.
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ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

E
25 \\‘}‘
Vi Dados reais do sensor foram capturados, a eq. da curva foi levantada e
\; : uma “lookup table” (tabela de transformagdo) foi exportada para cédigo
: Y em C a partir dos dados levantados no Excel.:
5 1 k M “Lookup table”
g y AR D‘i’ (< 1,6 Kbytes/2KB
§ rh - % Kz do uC ADuC 832)
s D] | 2 >
) = T ST D fonme oL
05 ITTEMP CCCCCCCCC te-Brr > " P - (Shlft-rlght
ED Saida A/D ~ 4-bits) “index" para ponteiro 1 610 Distdncia
| ‘ r "';"""::""""‘ (12-bits) (8-bits = 28 = 256) 112 430 (corrigida, [mm])
e | e e \/253 o

@ White paper (80% Reflect:
e Gray paper(16% Refiectal

A=

3
XTA

Ref.: Vanz, Robinson Caldart, Controlador digital para processo bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.
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ENTENDENDO RESPOSTA DE UM SENSOR

» O sensor de distancia GP2YOAO2YK baseado em IR do fabricante Sharp:

30
b
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0 10 20 W H N 60 m 80 W 10 110 1 1320 140

DISTANCE TO REFLECTIVE OBJECT (cm)

@ White paper (20°: Reflactanca ratio)
—immw Gray paper(18% Reflectance ratio)

180

» mede de 20 a2 150 cm; maximo de f, = 20,87 Hz.

Dados reais levantados —> Lookup table em C:

Valor AD (8-bits)

Faixa de Medicao Valida

[

w

o
L

130 1
110 1
90 -
70 -

y =-9E-11x5 + 2E-07x* - 0,0001x* + 0,0407x? - 6,4436x + 637,64
R? =0,9995

50
120

170 220 270 320 370 420 470 520 570
Distancia (mm)

620

Figura 47 - Interpolag¢iao da resposta do sensor de IR

/*************************************************************************

***ROTINA GRAVA TABELA DE RESPOSTA DO SENSOR*****

***************************************************************************l

void grava_dados(void)

{

/* Declarando e inicializando variavel com dados

ajustados para o sensor de distancia da SHARP
e convertidos para o A/D, 8 bits

*/
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9%

xdata unsigned int tabela[256]= {610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
0 11 12 13 14 15 16 17 18 19*%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/20 21 22 23 24 25 26 27 28 29*%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/30 31 32 33 34 35 36 37 38 39%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/40 41 42 43 44 45 46 47 48 497%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/*50 51 52 53 54 55 56 57 58 59*
610, 610, 605, 601, 597, 593, 590, 587, 583, 580,
/60 61 62 63 64 65 66 67 68 69*
577, 573, 568, 565, 563, 560, 557, 553, 549, 545,

[*250 251 252 253 254 255 256 */
148, 145, 143, 140, 137, 133 };

xdata unsigned int resp_altura[256];  //vetor p/ gravar a resposta do sistema
xdata unsigned int resp_saida[256]; /Ivetor p/ gravar a agao de controle
altura=&resp_altura;

duty _saida=&resp_saida;

sensor=_&tabela; /lo ponteiro recebe enderego da tabela

}

Ref.: Vanz, Robinson Caldart, Controlador digital para processo bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.
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ENTENDENDO RESPOSTA | .

30

b3
1y
\\ \x
1=
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L )
\ KN

15

1.0

ANALOG VOLTAGE OUTPUT (V)

0.5

N

0 10 20 W H = 60 m 80 W 10 110 1 1320 140

DISTANCE TO REFLECTIVE OBJECT (cm)

@ White paper (80°% Reflactancs ratio)
—immw Gray paper(18% Reflectance ratio)

180

Faixa de Medicdo Valida

230 1 R? = 0,9995

130 1

Valor AD (8-bits)
g

110 1
90 -
70 1

y =-9E-11x5 + 2E-07x* - 0,0001x* + 0,0407x? - 6,4436x + 637,64

50 , : x , , , , ,
120 170 220 270 320 370 420 470 520
Distancia (mm)

570

620

Figura 47 - Interpolag¢ao da resposta do sensor de IR

/******************************************************************

ks *ROTINA DE CONTROLE***INTERRUPGCAQ********

******************************************************************/

void cont1(void) interrupt 3
{
SCONV=1;
while(!ADCI);
ADCI=0;
leitura = ADCDATAH*256 + ADCDATAL;
leitura = leitura>>4:
h_real = 620-(*(sensor+leitura));
erro0 = h_ref - h_real,;

switch(controle
case '"1"

/[Ativa uma conversao simples pelo bit SCONV '
//[Espera pelo flag de fim de conversao

/Ireset no flag de fim de conversao

/larmazena o valor lido pelo AD
/lconverte a leitura de 12 para 8 bits
/lconverte a leitura do AD para milimetros
//calcula erro

*/

' xdata unsigned int tabela[256]=

/*************************************************************************

****ROTINA GRAVA TABELA DE RESPOSTA DO SENSOR*****

***************************************************************************/

void grava_dados(void)

{

/* Declarando e inicializando variavel com dados
ajustados para o sensor de distancia da SHARP
e convertidos para o A/D, 8 bits

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9%
{610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
0 11 12 13 14 15 16 17 18 197
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
[*20 21 22 23 24 25 26 27 28 29%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/*30 31 32 33 34 35 36 37 38 39%
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
[*40 41 42 43 44 45 46 47 48 497
610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610, 610,
/*50 51 52 53 54 55 56 57 58 597%
610, 610, 605, 601, 597, 593, 590, 587, 583, 580,
/60 61 62 63 64 65 66 67 68 69*
577, 573, 568, 565, 563, 560, 557, 553, 549, 545,

[*250 251 252 253 254 255 256 */
148, 145, 143, 140, 137, 133 };

esp_altura[256];
esp_saida[256];

/Ivetor p/ gravar a resposta do sistema
/Ivetor p/ gravar a agao de controle

saida;
//o ponteiro recebe enderec¢o da tabela

/IPID no formato de velocidade

u0 = u1 + Kc*((erro0-erro1) + (Ts/Ti)*erro0 + (Td/Ts)*(erro0-2*erro1+erro2));

if (u0>99.99) u0=99.99;
if (u0<0) u0=0;
u1=u0;
erro2=erro1;
erro1=erro0;
break;

//[passa os valores para amostras em atraso

Ref.: Vanz, Robinson Caldart, Controlador digital para processo bola e tubo, TCC (Eng. Elétrica/UPF), 114p, 2006.
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SISTEMA ESTAVEL X INSTAVEL

Retorna a Nao retorna a posicao
posicao inicial depois do impulso

Inicial depois
do impulso A
™ B hon

(@) (D)

(a) Estavel
(b) Instavel
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FUNCAO TRANSFERENCIA, SISTEMAS MALHA-ABERTA

» S3ao comuns elementos em cascata neste tipo de sistema:

U; Uy U U,
FT. G, FT. G, FT. G,

Elemento 1: Elemento 2: Elemento 3:
u u u

G, = — G, = — G, =2
U; Uuj Z%)

o _ L &£ _0
U; u,; Uup U

19



EXEMPLO SISTEMA MALHA-ABERTA

» Um sistema de medi¢cao usado com um sistema de controle consiste em 2
elementos: um sensor e um transmissor de sinais. Se o sensor tem uma funcao
transferéncia de 0,1 mA/Pa e o transmissor de sinais uma funcao de transferéncia de
20, qual sera a func¢ao de transferéncia final do sistema de medic¢ao?

Sensor Condicionador

F.T. 0,1mA/Pa de sinal F.T. 20

» Solugdo:

Fungdo transferéncia final, G = 0,1 X 20 = 2 mA/Pa.

20



FUNCAO TRANSFERENCIA DE MALHA-FECHADA

. Dedugdo: Substituindo-se (4) em (1):
=y (1)Y=E-G Y=[R-Y-H|G
Ref): o/ (Erro) - (Saida) 2)E=R-Y, Y=R-G-Y-H-G
. : 3)Y =Y-H Isolando Y:
_ Y. Substituindo-se (3) em (2): Y [1 + H - G] —R-G
(Realimentagdo) H T ( 4) F—R_Y.H - Y
N e s 0mo queremos — :
.......................................................... R
Deseja-se obter o sistema equivalente em MF, ou seja: . -
FTMF = — =
R 1+H-G
F.T. global

R Y

—— FIMF ——

(Ref) (Saida)




SISTEMAS MALHA-FECHADA COM VARIOS ELEMENTOS

6——"{@—’— G i Go | G3 S R %
l _R, o
-— — — H -t— N
Fungdo transferéncia dos elementos em série (em cascata) = G, - G, - Gy
R Y
& - i@ e T RE X6 % (Ref) FIME (Saida)
Y G
FTMF = — =
R 1+H-G
a5 H — ——
0 Gl GZ G3

Fungdo transferéncia final, G = —

0. 1+(G, G, Gy H

22



Amplitude

E A “DINAMICA" DE UM SISTEMA?. ..

1.4

1.2

o
oo
T

O
(@)
T

0.2

System: g
Peak amplitude: 1.33
Overshoot (%): 33.3

- At time (seconds): 0.533

ponse

System: g

Settling time (seconds): 1.77

Final value: 1

0.5 1 1.5

2

Time (seconds)

2.5

Obs.: Falta considerar a "dinamica do sistema':

Até este momento nenhum modelo apresentado considera a
“dinamica" do sistema, ou seja, a forma como 0 mesmo

responde ao longo do tempo. Seriam andlises “DC” e nao
(ACH

Importante considerar a dindmica de um sistema porque um
requisito importante de controle € “tempo de assentamento”:
periodo de tempo maximo estipulado para que a resposta de
um sistema nao varie mais que 2% (eventualmente 5%
quando indicado) (o que se chama comumente de “regime
permanente”).

Notar que em nenhuma equag¢ao anterior apareceu a variavel
t (tempo).

23



SISTEMAS MECANICOS

» Elementos basicos: Molas, Amortecedores, Massa e transmissoes.
As molas representam a rigidez do sistema;
Os amortecedores, as forcas de oposicao ao movimento, os efeitos de amortecimento e friccao;
As massas, a inércia ou resisténcia a aceleracao.

» Sua analise envolve 2 tipos distintos de movimentos: translacional X rotacional.
» O equacionamento do sistema pode ser realizado usando leis de Newton.
> Assim: sistemas mecanicos estao sujeitos a:

» forcas (quando translacionais) e

» torques (quando rotacionais).

» QOutro enfoque: envolver a analise energética do movimento mecanico do sistema.
Nao usariamos as leis de Newton, mas sim equac¢des de Lagrange.
Porém os mesmos resultados seriam obtidos, mas neste caso, considerando-se um equacionamento com base em
energias e poténcias envolvidas no movimento de um sistema.

24



SISTEMAS MECANICOS

» Elementos basicos: Molas, Amortecedores, Massa e transmissoes.
As molas representam a rigidez do sistema;
Os amortecedores, as forcas de oposicao ao movimento, os efeitos de amortecimento e friccao;

S~

As massas, a inércia ou resisténcia a aceleragag

» Sua analise envolve 2 tipos distintos de movii

> O equacionamento do sistema pode ser realiza i1 [o) =] o o) g =120 okt a0 Lol 188 =gl ioktf o= 2 o = Lol o) =kt

estamos associando o movimento de uma massa

geralmente conectada a outras massas por meio de
» forcas (quando translacionais) e molas e amortecedores.

O movimento linear pode ser realizado no espaco (em
3 eixos), porém aqui, estaremos restringindo os

> Outro enfoque: envolver a analise energétice i)/l =l Rt sl =]y eF
N2ao usariamos as leis de Newton, mas sim e
Porém os mesmos resultados seriam obtidos,
energias e poténcias envolvidas no movimento de um sistema.

> Assim: sistemas mecanicos estao sujeitos a:

» torques (quando rotacionais).

m base em

Controle I: Modelagem matematica Prof. Fernando Passold



SISTEMA MECANICO TRANSLACIONAL: MOLA

» Bloco mola:
Uma mola é um componente que resiste a aplicacao de forc¢a proporcionalmente

com sua elongacao: )

» Obedece a lei de Hooke: =N pe— f il
F = k(xl — xZ) ' T, X, s ,\-2—> ' i J

onde k = constante elastica da mola [N - m]

» Caso estiver engastada: |

F=k-x, Wl——i»_

» Mola: também serve como acumulador de energia.

26



SISTEMA MECANICO TRANSLACIONAL: AMORTECEDOR

» Bloco amortecedor:
Representa as forcas experimentadas quando nos esforcamos para empurrar um
objeto através de um fluido ou para mover um objeto contra for¢as de atrito.
O “amortecedor" usado para representar essas forcas que retardam o movimento
de objetos pode ser considerado um “pistao”" movendo-se em um cilindro fechado.
E um componente mecinico que resiste a velocidade imposta.

> F'=0b-(%—x)

onde b = coeficiente de atrito viscoso [N - s/m]

» (Caso esteja engastado:

F — b . 562
e 1 Fluido
d x : Forga F i p—
» F=b-v=b-—=b-x ——
dt - - {Resisténcia
onde: v = velocidade do deslocamento. :
.. : el X
» Dissipa energia. Variag&o na
posicao

¥
1 2
7 F
/27 l ) S— S
I_’ Xy
Entrada, F Saida, x
———~ Amortecedor b—s»—
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Aceleracao
Massa  (e—

|
X i

-«
Variagao no deslocamento

» Bloco massa:
E uma propriedade do material que causa resisténcia a aceleracao.
Reconhecemos uma massa quando tentamos movimenta-la e necessitamos aplicar uma for¢a para gy .q- £

Saida, x
coloca-la em movimento (acelera-la). = Massa >
Parte da forca aplicada é devido ao atrito entre a superficie e a massa.

Outra parte é devido a esta propriedade de resistir a aceleracao.
Quanto maior a massa, maior a forca requerida para desenvolver uma aceleracao especifica. y
» Segunda lei de Newton: |
2 Forcas = mx
ou: F applied
dv d* x = 1 R
F=m-a=m-—=m-——=m- X W
dt dt?
» Na figura inferior ao lado, o sistema de forcas poderia ser equacionado como:

F friction
| N

F F

aplicada — L atrito = M = A
Se desconsiderarmos o atrito, poderia-se dizer que a forca aplicada numa massa corresponde a

reacao (aceleracao) que uma massa desenvolvera:
F

aplicada = M = X
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SISTEMA MECANICO TRANSLACIONAL: RESUMO

Constante de
proporcionalidade

Elementos Equacao

Massa f.,=m-X Massa, m

2a-Lei de
Newton

Coeficiente de

Amortecedor f.=c- (%, —%;)  amortecimento
V1SCOSO, ¢
Mola fi=k- (x2 — xl) Rigidez, k lei de Hooke

Controle I: Modelagem matematica Prof. Fernando Passold
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EXEMPLO_1.

» Seja o sistema mola-amortecedor mostrado na figura ao lado:

y
a) Encontre as equagdes diferenciais do sistema que relacionam os %0 2
deslocamentos x; e x,.

X5(s5)  Xq(5)

b) Encontre as funcoes transferéncias: e 0 :

N o F

P(s)  P(s) By d—oa—1) Q—mn—Fp
° ica > 1 2
c) Se a forca aplicada p(¢) for constante, o que ocorre com a posi¢ao x; € X, : F g F
Solugdo:
a) Em cada ponto de translacao, equacionar o equilibrio de forcas em cada no: , 4——0——p F F. <—— 0— p(f)
node 1 node 2

No 2: se fracionarmos na direcao do eixo x, a mola com uma forca p(¢), a mesma
regera com uma forga contraria ao movimento, F:

Fo=k-(x,—x)) = p(t)

No6 1: devido a tragao da mola (F), o amortecedor reage com uma for¢a contraria
ao movimento da mola, F ;:

b-x,=F,=F,

Assim: b - x; = k- (x, — x;1) = p(¥)
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EXEMPLO_1.

» Seja o sistema mola-amortecedor mostrado na figura ao lado: ’I’
a) Encontre as equacdes diferenciais do sistema que relacionam os %0 :bl: 1 .0 2 BE
deslocamentos x; € X,. | & [
b) Encontre as funcoes transferéncias: Xols) e 1) 2 : o
. P(S) P(S) . F, -<—o—ZI3——o Fq
c) Se a forca aplicada p(7) for constante, o que ocorre com a posi¢ao x; € x, ? e L ek e F
Solugdo:
a) Assim: b -Xx; =k - (x, —x;) = p(1) P e e T
b) Transformada de Laplace (condicdes iniciais nulas): b) Transformada de Laplace (condicOes iniciais nulas):
b-s-X\(s) =k- (Xy(s) — X,(5)) = P(s) k- <X2(s) T -X2(S)> = P(s)
N
(b s+k) - X,(s) = k- Xy(s) bs4k—k
k k- < > - X5(5) = P(s)
Xl(S) — 'XZ(S) (b-s+ k)
(b -5+ k) k - > - X5(85) = P(s)
Logo Xis) 1 (s+kin)) 7
P(s) . Logo X5(5) _ l < s+ k/b >
P(s) k )
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EXEMPLO_1.

> Seja o sistema mola-amortecedor mostrado na figura ao lado:

a) Encontre as equacoes diferenciais do sistema que relacionam os
deslocamentos x; e x,.

XQ(S) . Xl(S)
P(s) ~ P(s)

b) Encontre as funcoes transferéncias:

c) Se aforca aplicada p(¢) for constante, 0 que ocorre com a posi¢ao Xx; € X, ?
Solugdo:

a) Assim: b -x; =k - (x, —x;) = p(¢)

cte
c) Se p(t) = cte —> P(s) = —
Assim: X:(s) I cte ’ cte 1 0 cte t
ssim: X;(s) = —— - — = : c () = — .
1 b-s s b 52 : b
X(5) 1 [ s+ k/b cte A B 0 cte cte t
§) = — = Coo X() = |
’ k ) ) s 52 ’ k b

0 1
F, +—o— JJp—o— F,
1 2
F, <— o—AA——o—> F,
b
L ,
x1 /'/
! 5 e P)
S/
-
-~
4 e
~

i -
@ 7
5 3 -7
o ~
> R
- s

2F ./'/

o
e
s
1F _/'/
”
|~
U 1 1 1 1 1 1 1 L 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

tempo

Fig.: Exemplo de resposta temporal parak =2,b =1 e cte = 1.
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Oil Film

EXEMPLO_2

» A figura ao lado representa um maquina que possui base com superficie
lubrificada para reduzir vibra¢cdes, mas a mesma sofre com excitagdes laterais

(forcas periddicas), dada por: F' - cos(w - 1). g - X5
4
. . nm, pF— Nl |t co——
> Este sistema pode ser representado como um sistema massa-mola-amortecedor. % B LT e | s A
. / . . k 4 b z

» Para modelar este sistema, deve-se observar os nés e aplicar a segunda lei de

Newton. Quando existem massas, as massas representam nés. Em cada né

ocorre um deslocamento. Assim: l_. X,

Na massa m,: a for¢a aplicada tera como reacao uma for¢a da massa 2 e do kx; <—— o—AA\—0 — kx|

amortecedor:

- .. : : kx 4—-' M, (e b(Xy — X

F‘COS(G)t) :mz‘x2+b‘ ('X2_xl) 1 1 b(x, — X))

Na massa m;: a for¢a do amortecedor tera como rea¢ao, uma for¢a da massa 1 da I__, % %,

mola: :

D - ()'62—)'61) =my-X;+k-x

> Se for necessario analisar o deslocamento da massa m,, pode-se representar o o ‘___mi—l_> Cp—

sistema através de uma funcao de transferéncia: X,(s) = f(F, w, m;, m,, b, k)...
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Oil Film

EXEMPLO_2

> Se for necessario analisar o deslocamento da massa m,, pode-se representar O

sistema através de uma funcio de transferéncia: X,(s) = f(F, w, m, m,, b, k):

» Temos: /
F-cos(a)i)zmz-)t'z+b-()'cz—)'cl) %"’V\/\’_ml— 7 — Feoswr —x

b (ky—%)=m X +k-x

» Assim:
S 2
F-S2+w2—ms-s -Xz(s)+b-(s-Xz(s)—s-Xl(s)) '—»x,
b (5 Xo(s) = 5 Xy(9)) = my - 52 X,(5) + k- X, (5) S S
)
_ 2
P = (my-s2+b-5) Xo(s) — b - 5 - X,(s) kx, <_-|Z-_.. B(E, — &)
b.S.Xz(S)Z<m1°S2+b’S+k)‘X1(S) I__,x X
| ) B 2 | L b-s | ' ;
g sz+co2_(m2 +b-s) X5 b (m1°S2+b-s+k> %) bk, - %)) <—o{ JHo— bk, - &)
4 3 2
s ompmy-sT+m+my)-b-st+my-k-sT+b-k-s .
F°52+w2_ m -s2+b-s+k Xol8) sz-i‘)h}’FmW

S m-s*+b-s+k
Xz(S):F‘ .
52 + w? my-my-s*+m +m)) -b-s3+m,-k-s2+b-k-s
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SISTEMAS MECANICOS

» Elementos basicos: Molas, Amortecedores, Massa e transmissoes.
As molas representam a rigidez do sistema;
Os amortecedores, as forcas de oposicao ao movimento, os efeitos de amortecimento e friccao;
As massas, a inércia ou resisténcia a aceleracao.

» Sua analise envolve 2 tipos distintos de moyimentos:

» O equacionamento do sistema pode ser rec

R C U HB BOuEERucw RN IR SR 0115 0 do abordamos movimentos rotacionais.

Envolve elemento mecanico for¢ado a girar em torno
de um eixo.
> torques (quando rotacionais). Em sistemas mecanicos translacionais, realizamos a
- ~ ahalise atraves do equilibrio de forcas.
» Outro enfoque: envolver a analise energét :

Neste caso, para elementos girantes, devemos levar

2 riam lei n, mas sim : = :
Nao, usariamos as leis de Newto Madall cm consideracdo o torque associado aos elementos.
Porém os mesmos resultados seriam obtid

energias e poténcias envolvidas no movime

» forcas (quando translacionais) e

com base em

Controle I: Modelagem matematica Prof. Fernando Passold
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SISTEMA MECANICO ROTACIONAL: ELEMENTOS

» Quando um movimento implica rotacao, ha 3
blocos envolvidos:

» mola torsional,

» amortecedor rotativo e o

» momento de inércia (inércia da massa

rotativa).
» Neste caso, a entrada é o torque e a saida € o Sistema de torgdo | :
massa-mola. Sistema de torgdo,
angulo de rotacao. mola.
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SISTEMA MECANICO ROTACIONAL: MOLA (DE TORCAO)

&

» E um elemento que impoe uma resisténcia ao

. K
deslocamento angular, 6, de um eixo nela \
acoplado. 4/ )74

» Para molas lineares:

T=k-(6,-06,)

onde k = constante elastica da mola [N - m/rad]. E )

» (Caso esteja engastada:

I'=k-0

\w/"v Tﬂ

Sistema de tor¢do

massa-mola. Sistema de torgdo,

mola.
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SISTEMA MECANICO ROTACIONAL: AMORTECEDOR ROTACIONAL

» Quando ocorre uma friccao causada por uma fina camada de lubrificante entre duas
superficies girantes, pode-se produzir uma resisténcia ao torque que € diretamente
proporcional a velocidade angular relativa entre as superficies, ou:

> T=bh- (91_92)
onde b = coeficiente de amortecimento angular
IN -m - s/rad],

ou ainda:
I'=>b- (a)l — a)z)

Lubricant

SEE el
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SISTEMA MECANICO ROTACIONAL: INERCIA

» Inércia € a resisténcia que uma massa exerce, quando acelerado.

» A inercia de um corpo depende de sua massa, do eixo de giro e do
formato da massa.

» Se a massa estd em equilibrio, a somatéria dos momentos nela aplicada
¢ igual a zeros.

» Se a massa estiver em movimento acelerado, de acordo com a segunda
lei de Newton (somatdério dos momentos):

ZM=]-[9

onde J = momento de inércia do corpo girante, ou:

Zsz-a')
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MOMENTO DE INERCIA

02

2

Bola (sélida) de raio re massa m I = 2"5"' [1]
Esfera (casca) de raio r,, com

S 2m [r® —1m®] |
cavidade cocentrica de raio r, e = - - (1]
massa m O Lrd—m

I, = imr“) (3]
Cone circular de raio r, altura he 10
3 r?

massa m I, = !I:gm (E-i-hz) [3]

Descricao Figura Momento(s) de inércia
Massa pontual m a uma distancia r I — mp?
dos eixos de rotacao. -
Duas massas pontuais, Me m, Mm
com a massa reduzida p e I = M+ z? = ua:2
m
separadas por uma distancia x.
A
Barra de comprimento L e massa IS 12
m

m Iiim = T’ (]
(Eixo de rotacao no fim da barra)
Barra de comprimento L e massa mlL? 1
m Ieentro = 12 (]

z

I, = mr?
Aro circular de raio re massa m mr?
QD -y L=1==5
.

: mr?

L eF
Disco fino de raio re massa m

LT Y I, =1 i

Lista de momentos de inércia: https://pt.wikipedia.org/wiki/Lista de

momentos de i1nércia

Placa retangular fina de altura h, > ; m(h?® + w?) "
espessura w e massa m h . 12
1

—m ('w2 + d2)
Cuboide sélido de altura h, 1{?
espessura w, profundidade d e Em (h2 + d2)
massa m 1

ﬁm (h2 + w2)
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EXEMPLO: SISTEMA MOTOR-PROPULSOR

» A figura do topo mostra o propulsor de um aviao (de forma simplificada)

e

Drive Sha{
7 N\

. s , Propeller
» O momento de inércia do motor é representador por J, e 0 momento de

inercia da helice € representado por J,,. O torque aplicado pelo motor €

definido como 7(#). A inércia do eixo é desprezada e sera representado _,r—%,
apenas como uma mola. k ¢

X

> Note que a hélice ao girar, gera uma resisténcia ao torque do motor. Essa
resisténcia ¢ devido ao arrasto causado pela hélice no ar sendo diretamente '
proporcional ao quadrado da velocidade:

. A S
T()=b- 6’%. Mas como estamos tratando apenas de sistemas lineares: T, T, = k(6, - 6,

T(t)=b-0, 9' 2

» Analise: da mesma forma que a realizada para sistema translacional. Porém
somando momentos. Analisamos cada massa da mesma maneira que
analisamos o sistema translacional. Porém de acordo com o somatério dos T()
momentos: '§

ZM:O Ta=b0'§_
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EXEMPLO: SISTEMA MOTOR-PROPULSOR

» J, = momento de inércia do motor;

Jp = momento de inércia da hélice;

1(t) = torque aplicado pelo motor.

> A hélice ao girar, gera uma resisténcia ao torque do motor diretamente
proporcional ao quadrado da velocidade, mas linearizado:

Ta(t) =b- 92

» Na Inércia J,: o torque aplicado pelo motor tém como resisténcia o torque
na inércia do motor e o torque no eixo atuando como mola:

> M=0
T@t)=J,- 0, +k (6,() — 05())

(Note:“+” do torque: regra da
mao direita)

> Na Inércia J,: o torque transterido pelo eixo tem como resisténcia o torque
de inércia da hélice e o torque gerado pela resisténcia do ar 7}, (arrasto):

k(6,0 —6,0) =J,-6,+b- 06,

» Este sistema foi modelado tendo como varidvel dependente, a posi¢ao
angular e suas derivadas (velocidade de aceleracao).

e

......... Drive S}a{ \
y Propeller
; %Z X
k o> 7
J, v
k
<— e
TS Ts=k(02— 0])
0, 0,
o / § T
) ) Ta — b0 %
J. 0, J, 0,
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EXEMPLO: SISTEMA MOTOR-PROPULSOR

» Na ineércia J,:

Tt)=J,- 6, +k(6,() — 05())

» Na Inércia Jp:

k(6,(t)—0,(1)) =J,-0,+b - 0,

» Analisando o sistema em funcao da velocidade: <— )3_>>
Por exemplo: queremos relacionar velocidade da hélice

(6, = w,(t)) X torque aplicado no motor:

T =J, i +k- [(ml(t) — (1)) dt

| T(r)
) )
J, 0,
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EXEMPLO: SISTEMA MOTOR-PROPULSOR

> Relacionando velocidade da hélice (6, = w,(1)) X torque aplicado

Nno motor:

It)=J, - o, +k- J(wl(t) — a)z(t)) dt

n

k- | (0,(0) — o)) dt = J, - @, + b - (1)

» Transformada de Laplace:

k

C2,(5) =
2(8) (Je-Jp-s3+Je-b-s2+(Je-k+Jp-k)-s+b-k

) - T(s)

» Transformada de Laplace:

| T(s) = J sQ (s)+ k.l(Q1 (5)-Q,(s))
A}

k.l(Ql(s) —Q,(s))=J,.5,(s) +b.Q,(s)
)

rT(J;) = (Je.s + E)Q,(s) - K.Q,_(s)
s s

Q,(s).é - (J,,.s +b+ E)Qz(s)
s §

Q,(s)- —.Q,(s)
A S

[ 2
T(s)=(J"s +k) k

J,s*+bs+k
k

J s +k](],,.32 +b.s+k

Q (s) = ( ).Qz(s)

s k

k
T(s)= ( ).Qz (s) - ;.Qz (s)

T(s) = (J,.Jp.s“ +J, bs’+J, ks*+J, ks> +bks+k’ _5].92(3)

k.s s

J.Jps5*+J bs’+(J, k+J, k)5 +bk.s
k.s

T(S) = ( ]92(5‘)

k
QZ(S) = 3 2 T(S)
J, Jp.85"+J bs” +(J k+J, k)s+bk
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EXEMPLO: SISTEMA MOTOR-PROPULSOR Sa )\

® 6 6 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O O O 0 O 0 0 O O O 0 O O O O 0 O O O O 0 O O 0 O O O 0 O 0 O O 0 0O O O 0 O O O O 0 O O 0 O O O 0 O 0 O O 0 O O O O O O 0 O 0 O O 0 O O O 0 O 0 O O 0 O O O O 0O O 0 O 0 O 0 0 O 0 O 0 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 o o Q.-‘
R

Cir g Drive Shaft
> Relacionando velocidade da hélice (6, = w,(1)) X torque aplicado ~ Engine /4 \ S
Nno mMotor:
T(0) = J, - i, + k- J(aw) — (1)) di M_ %
X
B . k b ’
k - | (0,(1) — @y (1)) dt = J, - @y + b - 0,(1) i J,

» Transformada de Laplace:

k
Q,(s) = - T(s
() Jo-Jy o2+ J,ob-s2+ (S, k+J, k) - s+D-k )

S lmulagao‘ File Edit WView Simulation Format Tools Help 2D 0 . 28 %
= & E 2 . | ' fd ) i

Entrada: degrau de 100K [Nm/]; =l ] Ao BT Gl TLLL Rk

100.000
1(s) =
\) BN i K >

Je —) [Nm/rad/sz]; Degrau Lo e o ) 2 Scope

Jp = 0,01 [Nm/rad/s?]; 1ouon Hm o

b = 10 [Nm/rad/s];

k = 10.000 [N rad]. — T T
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ELEMENTOS AMPLIFICADORES/REDUTORES LINEARES:

» Alavancas:
Elemento que transmite energia de um
ponto para outro.

Possui relacao de torque = 1. f— 1, I2 —~
L, m-g=1-F o I




ELEMENTOS AMPLIFICADORES/REDUTORES ROTACIONAIS:

» Engrenagens/Polias:
Usados para reduzir velocidade e aumentar o torque.
Possui relacao inversa entre o raio da polia ou o numero de
dentes da engrenagem com a velocidade angular, pois devem
possuir a mesma velocidade tangencial e forca.

I’l-a)1=l’2-a)2

Tl TZ
r r

Qutput
n_m_o 1§

%) % W 15

Onde: r = raio da polia;

n = num. Dentes da engrenagem;

@ = velocidade angular do eixo.
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EXEMPLO: ELEMENTO AMPLIFICADORES/REDUTORES ROTACIONAL.

Motor shaft (shaft 1) n, Gear 1

» Modele o sistema de engrenagens e encontre a equagao que

relaciona os torques do motor (7,,) e de carga (1) com as 7 %

velocidades. & ‘}
» O torque do motor T, € aplicado no eixo 1. O momento de inércia from motor

do eixo somado ao da polia € definido como J;. De forma similar, 2 wg %

temos J, e 1T} no eixo 2.

V) % Load torque T

» Se desconsideramos o atrito, podemos afirmar que o torque aplicado

a0 eixo 1 tem como resisténcia o movimento da engrenagem 1 e o T

. Load shaft (sh
torque transmitido para a engrenagem 2: oad shaft (shatft 2)

ne
T,(t)=J, o+ T
0,(1) - Ty(1) = wy(t) - To(?) » Transformada de Laplace:
I,(t) = J, - 0,y + T (1) Ty(s)=J;-s-Q +T(s)
» O torque transmitido para a engrenagem 2 tem como resisténcia o €21(s) - T1(s) = L(s) - T5(5)
movimento da engrenagem 2 e o torque de carga 1;: Iy(s) = Jy - 5 - L(5) + T (5)

Simplificando....
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EXEMPLO: ELEMENTO AMPLIFICADORES/REDUTORES ROTACIONAL:

Motor shaft (shaft 1) n, Gear 1
» Simplificando: \

Q. (s

T, (s)=J,5 (s) + 92( )7, (s) — -
l(s) Input torque 7, %

T,(s)=J,582,(s)+T,(s) I
Logo: - =

Q rqu
T, (5)=J,592 (s)+— (s) (J,_ 582,(8)+T, (s)) Z - N

Q, (s)

Gear 2 Load shaft (shaft 2)
Como:
na2
no o, Q,(s) n
e S AL A 2 =L > Em termos de velocidade no eixo 1:
n, ,(t) Q,(s) n, 2
T, (s)= [J, + (ﬂ] J, |59 (5) + (ﬂ).r,_(s)
Assim n, n, Trn(s) 1 Wi
S T

n TLis

TM (S) - Jl.S.Ql(S)+n—l(J2-s-Qz(s)+TL(s)) (TM (S) —(i).TL(S))Jl — Ql(s) - b
2 n, -
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EXEMPLO. ROTACIONAL

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

. . M
> Em termos de velocidade no eixo 1: BBr SN ) n,  Gear1
2 | \
n n
T,(s)=|J, +|—]| .J, |s,(s)+| = |T, (s) . %2,
n, n, §
Input torque 7, % wy %
from motor
n, 1
n2 Jeq ) % %
Tmi(s) W1
1
. . > Load torque 7
» Em termos de velocidade no eixo 2: Jeq.s %, % \ il T
TL(s)
2
—el 11/02
n n n Gear 2
T, (s)=|J, +|—| J,|.—=s,(s)+|—|T,(s) el Load shaft (shaft 2)
n, n, n, s
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Mola:
ENERGIA: ELEMENTOS TRANSLACIONAIS
.......................................................................... » Forga F ... . .
I
» Se faz necessaria energia para: |
—
‘ . Variagao no
» tracionar uma mola; Wil i/ g
> acelerar uma massa, e; F=k-x
o 1 F?
> mover um pistao (amortecedor). E = 5 7

» No caso de uma mola e uma massa, podemos recuperar a energia,
mas no caso do amortecedor, nao (amortecedor dissipa energia).

» A mola quando tracionada, armazena energia, que é liberada
quando a mola retorna ao seu comprimento original.

» No caso de uma massa, existe energia armazenada quando ela
se move com velocidade nao nula (energia esta chama de energia
cinetica). E liberada quando o movimento cessa.

Forca F Aceleragao
——] Massa |e——

I
X i

-]
Variacao no deslocamento

F=m-Xx
|
E=—m-x
2

2

Amortecedor:

=== 1 Fluido

o —
-— —{Resisténcia

Forca L

|
—l X —
Variagao na
posicao

F=c-x
P=c- %
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¥

ENERGIA: ELEMENTOS ROTACIONAIS =
» A mola torcional e a massa rotativa armazenam energia;
~JL-Y w,
» O amortecedor rotativo dissipa energia. J
L
3 ¢ . A (a) (b)
> A energia armazenada em uma mola torcional quando gira de um angulo 6 . _ . _
Sistema de torgdo Sistema de torgdo,
envolve: massa-mola. mola.

Torque aplicado: T =k - 6 : :
que ap 7 Mola torcional (armazena energia).
k
» A energia armazenada por uma massa rotativa com uma velocidade angular w
envolve:

Energia envolvida: E = — k6% ou E =

Torque aplicado: T'=1- w = I - 8 (quanto maior a inércia = maior torque
necessario para provocar uma aceleracao angular).

Lubricant

Energia envolvida: E = — [ w” = > 16°
> A energia dissipada por um amortecedor rotativo quando esta em opera¢ao com T Q 3 l = C T
w/ ~/
uma velocidade @ envolve: 8, 6,
T=c-a)=c(9; T=I-a')=I-é; P=cw?=c6?

Amortecedor torcional (dissipa energia).
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SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (SI)

Unidade Simbolo Variavel

Comprimento | Metro m
Massa ~ |Quilograma Kg m
Tempo | Segeundo s t
Temperatura | Kelvin. <k
Corrente elétrica  |/Ampere A Lo
Velocidade | Metros por segundo m/s y=X
Area Metro quadrado m
Forga | Newton N=Kg.m/s? F
Torque ~ |Quilogrametro kgm T
Pressao | Pascal Pa
Energia Joule J=Nm E
Poténcia Watt W=]/s P

Ref.: [Cap. 2: Modelos Matematicos de Sistemas| in Dorf, Richard C.; Bishop, Robert H.; Sistemas de Controle Modernos, 8a-ed, LTC, 2001.



RESUMO EQUACOES BLOCOS MECANICOS

Bloco Equacao Energia Armazenada/Poténcia Dissipada
| 1 F?
Mola translacional F=kx E =
............................................................................................................................................................................................................................................................... 2 ko
| 1 T2
Mola torcional T=k0 E =
2k Armazenamento
d*x 1, my de energia
Massa :m—:mx Ez_mv —_— —
A2 2 2
’ . d29 2 2
Momento de Inércia T=1—=16 E=—Iw-=—160
dt? 2 2
. . dx . 5 ..
Amortecimento translacional F=c—=cx P=cvi=cX L
................................................................................................................................................................... O Dissipagdo
do : g '
Amortecimento rotacional IT=c—=c6 P =cw?=cb de energia

Ref.: [Cap. 2: Modelos de Sistemas] in Bolton, W.; Engenharia de Controle, Makron Books do Brasil, 1995.
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MODELANDO SISTEMAS

kx(t)
ftt)
cx(t)

(b)

» Ex 1: Sistema mola-amortecedor em paralelo (fig (a)).

» fig (b): diagrama do corpo livre: a barra (sistema) é considerado sem
massa e sobre a qual atuam as forcas externas: de excitacao f(¢), a forca

da mola (k - x(¢)) e a forca do atrito (amortecedor) viscoso (c - X(7)).

» Sistema de apenas 1 grau de liberdade: a coordenada x(¢) é suficiente
para descrever a dinamica do sistema.

» Aplicando a 2a-lei de Newton, temos:
Z F.=mx=0
f@)—c-x(®)+k-x(t)=0
c-x(t) + k- x(t) = f(¥)
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MODELANDO SISTEMAS

» Ex_2: Sistema mola-amortecedor em série (fig (a)).

40 € k (1)
° ° ° —~ / ° W——O#
» Agora temos um sistema com 2 graus de liberdade, pois sao necessarias 2 coordenadas para descrever o B
movimento do mesmo: x; para o ponto situado entre o amortecedor e a mola; e x, para o ponto de aplicacao da

forca f(7)

» fig (b): diagrama do corpo livre (foi considerado que x, > x;).

» Aplicando a 2a-lei de Newton no ponto (né) 1: ’g :i: 1 k 2 f(t)
Z wa1 —_ mljél — O — pOiSI ml — 0 OI_’XI OI_’XZ
k(xz—xl)—c-fcl:O ! 2

g N0y - H)——=1y)

» Aplicando 2a-lei de Newton no ponto (no) 2:

ZFx2=m2-§c'2:O <& pois: my, = 0 (b)
» Modelo matematico completo:

C'xl+k'xl_k’X2=O

—k-x1+k°x2=f(t) B n m . . B k —]f- - . B O -

SO
o O
S
(\)
|
I
I
S
(\)
~
Y
N
N—"

» Matricialmente:

56



f(t)

MODELANDO SISTEMAS

» Ex 3: Sistema massa-mola-amortecedor com 1 grau

de liberdade: fig(a).

» Fig (b): diagrama do corpo livre. h me [
» Onde y(#) = deslocamento vertical da massa m a (b)
partir da posicao em que a mola nao esta deformada
(ou seja, antes da montagem da massa m no sistema). - flt)
» Aplicando 2a-Lei de Newton: 7 Lr _____ -
- » Considerando que a deflexao da mola i & m
Z Fy=1t) = J(0) = i) —m - g =m - Y1) equilibra o sistema (fig (c)). Oty |pm—m——m -
f,=m-y m-g=k-o,, b .I.C
f.=c (Yz — )71) onde &, = valor deflexdo estéatica. ?: I
Je =k <y 2~ ) 1) > Podemos ainda fazer:
juntando: W(6) = x(t) — 5, ()

m - Y(t) +c - () + k- y@)+m-g=[(1)

» E por fim obtemos:
m - X(t)+c-x(t)+ k- x(r) = f(¥)
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Forca devida a mola

MODELANDO SISTEMAS MECANICOS +

Massa = F

» Ex 4: Outro sistema massa-mola-amortecedor como mostra a figura ao lado:

» Para determinar a relacao entre a forca e o deslocamento do sistema, devemos considerar somente

uma massa e uma forca agindo sobre o corpo. = -3
. , . . Forgadevida  x Desloca-
» Um diagrama de massa e forcas é chamado de diagrama do corpo livre. a0 amortecedor mento

» Quando varias forcas agem sobre um corpo simultaneamente, a resultante pode ser determinada

pela soma de vetores. ,
Entrada, F | Sistema Saida, x
. . . \ , . ————l Massdmola-F—"—
» No caso da figura anterior: o conjunto de forcas aplicada a massa ¢ a forc¢a aplicada F' menos amortecedor
a forca resultante da tracao ou compressao de um mola, e menos a for¢ca do amortecedor:
o Bloco Equacgao
F.=F—kx—cv
. o P, Mola translacional F=kx
FI" o F k'x CX e
> Esse conjunto de forcas é a forca aplicada a massa que provoca a aceleracio: Mola torcional I'=ko
oo 2
Frzmazmx Massa F=m£=mk’
B dr*
e ae ..
> Assim: Momento de Inércia T=1 e =160
F—kx —cx = mX S g
Amortecimento translacional F=c—=cx
F = mX + cx + kx < Eq. Diferencial que descreve relacao entre Forca F, e deslocamento ;Z .......................................
de saida x. Amortecimento rotacional T=c = =c6




t Saida, deslocamento

MODELANDO SISTEMAS MECANICOS _ 2

» Ex_5: Sejam os sistemas da fig. ao lado:
(a) uma maquina montada no chao, e; —
(b) um carro movendo-se ao longo de uma estrada. 1Sal’da, deslocamento " ‘SUspensdo
Massa b
A figura (a) serve de base para estudar os efeitos de disturbios
gerados pela montagem da maquina nos deslocamentos da
mdquinad. = Pneu
A figura (b) pode ser usado para o estudo do comportamento | e N
esperado do veiculo quando conduzido numa estrada irregular, Entrada, forga Entrada, forca

servindo como base para o projeto da suspensdo do carro. (a) (b)

O procedimento adotado para andlise de tais modelos é o mesmo esbogado anteriormente.

Um diagrama de corpo livre é desenhado para cada massa no sistema; tal diagrama mostra cada massa independentemente e

as forgas que agem sobre elas. Entdo, a resultante das for¢as que agem em cada massa é igual ao produto da massa pela
aceleragdo.
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t Saida, deslocamento

MODELANDO SISTEMAS MECANICOS _ Massa do

carro

—
ISaida, deslocamento - Suspensao
Massa da
Massa suspensao
— Pneu
- Base Estrada
Entrada, forca Entrada, forca

Comentdrios: (a) (b)

A rigidez do pneu é modelada pela mola k. As massas do pneu, roda, eixo e demais pegas ndo suspensas, sdo modeladas pela
massa m,. O coeficiente de amortecimento do amortecedor viscoso e a rigidez da mola da suspensdo sdo modelados,
respectivamente, por ¢ e k,. Jd a massa suspensa distribuida aquele 1/4 de suspensdo é modelada pela massa m,. Foram adotadas
as coordenadas y, e y,, medidas a partir da posigdo de equilibrio estdtico do sistema, para descreverem os movimentos das massas

my e m,, respectivamente. A coordenada y, servird para descrever o movimento do solo, devido as irregularidades do terreno.
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MODELANDO SISTEMAS MECANICOS

» Ex 6: Suspensao de um veiculo.

» Diagrama do corpo livre: my
A
cry =), k(=)
[ 1
A
l ki(y1 = o)

» Aplicando 2a-lei de Newton a massa 1:

2 Fyl =my -y
_kl(yl - YO) + kz(YQ - Y1) + C@z — 5’1) = my;

» Aplicando 2a-lei de Newton a massa 2:

ZFh:mz'yz

—ky(y, =y — c(V, — y1) = My,

I AR
m, |

Comentdrios:

A rigidez do pneu é modelada pela mola k. As massas do pneu, roda,
eixo e demais pegas ndo suspensas, sao modeladas pela massa m;. O
coeficiente de amortecimento do amortecedor viscoso e a rigidez da
mola da suspensdo sdo modelados, respectivamente, por c e k,. Jd a
massa suspensa distribuida aquele 1/4 de suspensdo é modelada pela
massa m,. Foram adotadas as coordenadas y, e y,, medidas a partir da
posi¢do de equilibrio estdtico do sistema, para descreverem os
movimentos das massas m, e m,, respectivamente. A coordenada y,,

servird para descrever o movimento do solo, devido ds irregularidades
do terreno.
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» Ex 6: Suspensao de um veiculo.

» Aplicando 2a-lei de Newton a massa 1:

ZFy1:m1°y1

—ki(y1 — Yo)

k> (¥, — y1)

» Aplicando 2a-lei de Newton a massa 2:

ZFyzsz'yZ

—ky(yp = y1) — c(y, — V1) = myy,

» Juntando as equacoes (formando um sistema de equacdes):
myy + ¢y — ¢y + (ky + k)y) — koyy = Ky
MYy — €Yy + €y — kyyy + kyy, = 0

Y1
)2

c(yo —y1) = my,

Y1
2

— ko

I AR
]
m, |

Comentdrios:
A rigidez do pneu é modelada pela mola k. As massas do pneu, roda,

eixo e demais pegas ndo suspensas, sao modeladas pela massa m;. O
coeficiente de amortecimento do amortecedor viscoso e a rigidez da

mola da suspensdo sdo modelados, respectivamente, por c e k,. Jd a
massa suspensa distribuida aquele 1/4 de suspensdo é modelada pela

massa m,. Foram adotadas as coordenadas y, e y,, medidas a partir da
posi¢do de equilibrio estdtico do sistema, para descreverem os

movimentos das massas m, e m,, respectivamente. A coordenada Yy,

servird para descrever o movimento do solo, devido ds irregularidades
do terreno.

U1 . kl . Y1

Y2 0
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MODELANDO SISTEMAS MECANICOS

C —C

Vetor aceleragdo

Matriz massa (ou inércia)

Controle I: Modelagem matemadtica

1

RS

—C C
‘ Matriz amortecimento suspensas, sdo modeladas pela massa m;. O coeficiente de amortecimento do amortecedor

(k1 +k2) —ko Y1
. — .
" — ko ko Y2 !

L O -
' Vetor excitagdo (entrada)
Vetor deslocamento (saida)
Matriz rigidez

Vetor velocidade  comentarios:

A rigidez do pneu é modelada pela mola k,. As massas do pneu, roda, eixo e demais pegas ndo

viscoso e a rigidez da mola da suspensdo sdo modelados, respectivamente, por c e k,. Ja a massa
suspensa distribuida aquele 1/4 de suspensdo é modelada pela massa m,. Foram adotadas as
coordenadas y; e y,, medidas a partir da posi¢do de equilibrio estdtico do sistema, para

descreverem os movimentos das massas m; e m,, respectivamente. A coordenada y), servird
para descrever o movimento do solo, devido as irregularidades do terreno.

Prof. Fernando Passold 63



MODELANDO SISTEMAS MECANICOS

Sistemas Rotativos:

» Para determinar a relacao entre o torque e deslocamento para um sistema deste tipo, devemos considerar um bloco de massa

rotacional e os torques agindo sobre esta massa.

» Quando varios torques agem sobre um corpo simultaneamente, sua resultante equivalente simples pode ser determinada somando-

se, em cada dire¢ao, os torques em questao.
Deslocamento angular

» Num sistema envolvendo torque sendo gerado para girar uma massa na .
\ Torque

extremidade de um eixo (figura (a)) pode ser representado pelo bloco 2
M / . \ -~ s
rotacional mostrado na figura (b). O que da origem a equa¢cdes como: Z T
2
d*0  do z | +
I/ C k=T 2 Eixo
dr> - dt 2
1 d0 20 do p T Z
! rU = — Resisténcia
w? dt?  w, dt k - (a) torcional
2!
onde w, = frequéncia natural de oscila¢io angular e { = fator 2 NTO'?-UG
amortecimento para 0 movimento angular: ; | l
_ 2 }
, = /(D) iy )
£ = z Resisténcia
torcional

2\ / (Ik) (b)
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EXEMPLOS:

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1l .
% 4 Z JO,+bO,+kO =k6
o A « 7 o) L Z

m.X, +b.x +(k, +k,)x, =k,.x,
Mk 4055 Ky = ks i%
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EXEMPLOS:

» Modelar os sistemas abaixo (encontrar suas equacoes diferenciais):

, .
F , X Y - O
N 2 i
" % m, X, +b X +(k, +k,).x =k,.x,
Z. l m,.X, +k,.x, =k,.x,
k2 X1
[ . m
Fl—1 =bx+k.x
2
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